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MINISTERIO DE FOMENTO. 



Dirección general del Instituto Geográfico y Estadístico. 



Negociado 5.° 



Con esta fecha el Excmo. Sr. Ministro de Fomento me dice lo siguiente : 

« Excmo. Sr. : En vista de los trabajos realizados por los Geodestas Sres. Cebrián 
y Los Arcos, por virtud de orden de esta Dirección de 6 de abril de 1 891, acerca de 
las diversas proyecciones geográficas y particularmente de la de Tissot, con objeto 
de construir un Mapa de España en escala de i : 200 000, y de que además de pre- 
sentar dichos señores un estudio completo de éste, han ampliado sus trabajos al de 
las demás proyecciones geográficas ofreciendo en conjunto una obra de verdadero 
aprecio, S. M. el Rey (q. D. g.), y en su nombre la Reina Regente del Reino, se 
ha servido disponer con esta fecha, se signifique á los interesados el especial agrado 
•con que ha visto su trabajo, de tanta mayor estimación cuanto que, caleciéndose en 
España de estudios generales sobre la materia, puede aquí servir de partida para ulte- 
riores desarrollos. 

» Al propio tiempo ha dispuesto autorizar á V. E. para que, como premio al celo 
de los expresados funcionarios, y á fin de estimular á otros semejantes estudios, se 
llaga una edición suficiente de los referidos trabajos para dar á conocer los razona- 
dos estudios y juicios de los Sres. Cebrián y Los Arcos, cuando las demás atencio- 
nes y los medios de la Imprenta del Instituto Geográfico y Estadístico lo consienta. 

» Lo que de Real orden comunico á V. E. para su conocimiento y el de los inte- 
resados. » 

Y lo traslado á V. para su conocimiento y satisfacción. 

Dios guarde á V. muchos afios. Madrid 29 de mayo de 1894. — El Director 
general , ARRILLAGA. 

Á los Sres. Geodestas D. Priamo Cebrián y D. Antonio Los Arcos. 
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MINISTERIO DE FOMENTO. 



Dirección general del Instituto geográfico y Estadístico. 



Negociado 1.° 



El Excmo. Sr. Subsecretario del Ministerio de la Guerra, con fecha 24 de 
noviembre último, me dice lo que sigue: 

f Excmo. Sr. : El Sr. Ministro de la Guerra dice hoy al Comandante en Jefe 
del primer Cuerpo de Ejército lo siguiente: 

»En vista de la obra titulada Teoría general de las proyecciones geográficas y apli- 
cación á la construcción del Mapa de España, escrita por los Comandantes de Arti- 
llería é Ingenieros respectivamente D. Príamo Cebrián Yusti y D. Antonio Los 
Arcos y Miranda, ambos con destino en la Dirección general del Instituto Geográ- 
fico y Estadístico, y remitida por V. E. á este Ministerio en cinco de junio último: 
de acuerdo con lo propuesto por la Junta Consultiva de Guerra en el informe inserto 
á continuación: la REINA REGENTE del Reino, en nombre de su Augusto Hijo el 
REY (q. D. g.), por resolución de veintiuno del actual, ha tenido á bien conceder á 
los dos citados Jefes la Cruz de segunda clase del Mérito Militar con distintivo blanco 
y pensión del diez por ciento del sueldo de su actual empleo, hasta su ascenso al 
inmediato; cuya pensión deberá serles reclamada en la forma que previenen los 
artículos noventa y siete y ciento tres del Real decreto de veintinueve de agosto de 
mil ochocientos noventa y tres mientras permanezcan en su actual situación de 
supernumerarios en sus Cuerpos respectivos por pertenecer al Instituto Geográfico.» 

De Real orden comunicada por dicho Sr. Ministro lo traslado á V. E. para su 
conocimiento. » 

Lo que de orden del Sr. Ministro traslado á V. con iguales fines. Dios guarde 
á V. muchos afios. = Madrid i.° de diciembre de 1894. = £/ Director general y 
ARRILLAGA.=.Sra. Geodestas D. Príamo Cebrián y Z>. Antonio Los Arcos. 
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CAPÍTULO PRIMERO. 



ÍDKAS GENERALES ACERCA DE LAS PROYECCIONES. 
SU CLASIFICACIÓN. 



§ i . La representación de toda la superficie terrestre, ó 
de parte considerable de ella, en escala reducida, sobre una 
superficie plana, con sujeción á ley determinada, y de modo que 
entre la superficie que se representa y su imagen exista, des- 
criptiva y métricamente, la mayor suma posible de propiedades 
comunes, constituye lo que se llama proyección geográfica. 

Dase con esto significación distinta á la palabra proyec- 
ción de la que en Geometría descriptiva se asigna más vulgar- 
mente á esta misma palabra. 

La naturaleza de este estudio y su objeto especial de ana- 
lizar la teoría de las proyecciones, bajo el punto de vista de 
su aplicación á construir los mapas ó representaciones de par- 
tes del globo terrestre, hace que sólo de soslayo y de un 
modo breve nos ocupemos de las proyecciones perspectivas 
como de todas aquellas en que se busca la representación de 
toda la superficie de nuestro planeta, ó de una porción muy 
considerable de él, que sólo tienen aplicación útil saliendo 
de los límites de la Corografía ó Cartografía, que es la cien- 
cia que se propone por objeto la representación de extensio- 
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nes limitadas de nuestro esferoide sobre un plano, bien sea 
directamente, ó bien, y esto es lo más común, de un modo 
mediato por el desarrollo de la imagen obtenida desde luego 
sobre una superficie desarrollable, como veremos más adelante. 

§ 2. Como la condición cardinal de toda representación 
geográfica es que á cada punto de la superficie terrestre corres- 
ponda otro en su imagen, y como generalmente la situación 
de los puntos sobre el esferoide se fija por la intersección de 
los arcos de meridiano y de paralelo que en ellos se cruzan, 
se deduce inmediatamente que la construcción de los mapas 
puede 'considerarse reducida á la representación en el papel 
de las redes que en su cruce forman unos y otros arcos, pues 
que con ellas puede fijarse la posición de los diversos elemen- 
tos que, según el objeto del mapa, hayan de señalarse en éste. 

Sabido es que nuestro planeta no es perfectamente esféri- 
co, sino más bien un elipsoide de revolución, cuya elipse me- 
ridiana tiene su eje menor én el sentido del eje terrestre y el 
mayor corresponde al diámetro del ecuador; pero como quiera 
que en la representación de parles de la superficie terrestre 
de extensión no excesiva y en escalas relativamente pequeñas, 
el error de considerar esférica á lá tierra ó sustituirla por la 
esfera de Prony no aparecería en la imagen ó mapa, admiti- 
remos desde luego que nuestro globo es una esfera mate- 
mática, sin perjuicio de que, al calcular los sistemas de pro- 
yección, tengamos en cuenta los verdaderos elementos de su 
figura, para que la representación no sea viciosa, sobre todo 
cuando haya de construirse én grande escala. 

Admitida esta hipótesis, desde luego se concibe que la 
única representación fiel de lá superficie terrestre, en el sentido 
geométrico, sólo puede' obtenerse por medio de otra superficie 
análoga, que tendría semejantes con ella todos sus elementos 
de figura, guardando entre unos y otros una relación igual 
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á la de los radios de ambas esferas, y entre superficies seme- 
jantes de las dos existiría la relación que media entre los 
cuadrados de uno y otro; pero ya no sería. una proyección, 
sino simplemente reducción. Mas como la represcntacióa sobre 
una esfera. habría de hacerse en escala sumamente redqcida, 
con lo cual la imagen no permitiría realizar ninguna de las 
aplicaciones que el mapa se propone, hay que renunciar nece- 
sariamente á tal método, y buscar la manera de obtenerla 
sobre una superficie plana, en la que pueda adoptarse la con- 
veniente escala. 

En Topografía la representación gráfica de los levanta- 
mientos se obtiene proyectando la superficie, muy pequeña, 
que ha de dibujarse, sobre el plano tangente á la esfera en 
el centro del levantamiento, plano que por la poca extensión 
que abraza se confunde sensiblemente con la esfera, sin que 
de ello resulte error dentro de la escala adoptada; pero en 
los mapas geográficos no puede admitirse tal procedimiento, 
porque, como demostraremos más adelante, en el siguiente 
capítulo, de un modo analítico, cualquiera que- sea el sistema 
de proyección que se emplee, nunca puede obtenerse la repre- 
sentación fiel de una parte de la superficie esferoidal sobre un 
plano; verdad que desde luego se concibe considerando que 
tal superficie no es desarrollable, y que sólo puede conseguirse 
la imagen semejante de una figura cualquiera cuando la su- 
perficie en que se proyecte sea de la misma especie que la 
representada. 

No siendo, pues, práctica la representación de la super- 
ficie terrestre sobre un globo, ni existiendo medio de obtenerla 
sin grandes deformaciones ó anamorfosis en un plano, á menos 
de tratarse de representaciones topográficas, ó que puedan 
considerarse casi como tales, se ha recurrido al sistema de 
obtener la proyección de un modo mediato, haciéndolo sobre 
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superficies desarrollables, que después se consideran extendidas 
sobre un plano en el que aparece la imagen de la superficie 
objetiva, que tampoco es geométricamente semejante á ésta, 
aun cuando pueda conseguirse de esta manera mayor confor- 
midad entre ambas, pues que la superficie intermedia de pro- 
yección se ajusta en mayor número de puntos que el plano 
tangente á la superficie esférica á que ha de sustituir. 

§ 3. El conjunto de condiciones (imposibles de satisfacer) 
que un buen mapa habría de llenar son las siguientes: las figuras 
del terreno deben conservase en la representación, sus mag- 
nitudes deben guardar una relación constante con las del esfe- 
roide, el ángulo que en éste formen dos líneas ha de quedar 
inalterable en su representación, y, por fin, es preciso que en 
el mapa puedan determinarse de una manera fácil las coorde- 
nadas geográficas de cada uno de los puntos del globo. 

En la imposibilidad de cumplir en un mapa todas estas 
condiciones, á menos de construirle sobre una esfera, supo- 
niendo esta forma á la tierra, veremos en cada caso, y según 
el objeto principal á que el mapa haya de responder, cuál es 
la propiedad principal á que deba atenderse, y de ahí resul- 
tará la elección más acertada del sistema de proyección que 
deba preferirse entre el considerable número de los que hasta 
hoy se conocen. 

Siendo, como se ha dicho y se confirma más adelante, 
muy grande el número de los sistemas de proyección cono- 
cidos, nos parece oportuno proceder ya á la clasificación en 
que pueden encerrarse los principales sistemas de aplicación 
más frecuente y general, con el objeto de que en cada ocasión 
pueda concretarse la elección á aquellos que satisfagan de un 
modo más directo el fin principal del mapa que pretendamos 
construir, comenzando desde luego por establecer los funda- 
mentos en que tal clasificación estriba. 
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§ 4/ Las dos propiedades esenciales, á una de las duales 
puede. satisfacer únicamente cada sistema de proyección, son: 
la conservación de los valores angulares que los arcos terrestres 
forman en la esfera ó la equivalencia de los valores superfi- 
ciales en la superficie objeto y sujeto, llamándose á los siste- 
mas que gozan de la primera propiedad autogonales según 
Tissot, conformes según los alemanes, ortomorfos por Otros 
autores y soogónicos ó isogónicos por Fiorini; y los que 
responden á la segunda condición, equivalencias de áreas, 
toman el nombre de autálicos, con que Tissot los designa, 
ó de equivalentes, con que los conocen los autores alemanes. 
Por último, las proyecciones en que no se consigue ni uno ni 
otro de los dos indicados extremos son conocidas bajo la 
denominación de aphy 'lácticas. 

Pero antes de continuar creemos indispensable concretar 
de una manera clara cómo ha de entenderse la fidelidad en 
los ángulos á que antes nos referimos, pues que en la acepción 
absoluta de la palabra no existen proyecciones autogonales, 
sino que todas entrarían en el grupo de las autálicas ó en el 
de las aphy lácticas. 

Se dicen autogonales aquellas proyecciones en que los 
ángulos de los triángulos infinitesimales de la representación 
son iguales á los de la superficie objetiva en cada uno de los 
puntos de ésta, lo cual supone que los lados de los últimos 
pueden ser considerados como líneas rectas por su pequenez, 
sin que tal propiedad se verifique tomando en conjunto las 
superficies, pues que si bien se conserva la semejanza de las 
figuras en cada una de sus porciones sumamente pequeñas, 
la relación de semejanza, como pudiéramos llamarle, varía á 
medida que nos separamos del punto central de proyección, 
con lo que la figura total pierde las condiciones de similitud. 

Ya hemos visto que no es posible en ninguno de los siste- 
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mas de proyección conseguir la invariabilidad de las distancias 
en todas direcciones; pero sí puede hacerse que en determi- 
nado sentido las longitudes del mapa sean las mismas que les 
corresponde en el globo, y á estas líneas las designa Tissot 
con el nombre de automecoicas> denominación que hacemos 
constar para la mayor brevedad al indicar más adelante las 
propiedades de los diversos sistemas de proyección. 

Existen entre éstos algunos que, si bien no son autogonales, 
tienen la propiedad de reducir á un mínimum, dentro del sis- 
tema á que pertenecen, la mayor deformación angular, y en- 
tonces se dice que tal sistema es perigonal; y de igual modo 
se llama perihálico al que corresponde á la menor anamorfosis 
superficial, así como se les aplica la denominación de perirne- 
coicos á los que gozan de la propiedad de hacer mínima la 
necesaria alteración lineal. Es decir, que, en general (para una 
extensión terrestre limitada), existen dentro de un sistema de 
proyecciones, de los que luego indicaremos, algunos que 
reducen á su menor expresión una de las tres deformaciones 
antes citadas, y entonces se les designa con el calificativo 
correspondiente, según hemos expresado. Otro modo de cla- 
sificar las proyecciones muy generalmente admitido es el que 
reconoce por base la naturaleza de las superficies que sirven 
para la proyección, y así se dividen en 

§ 5. Cónicas,— cuando se supone que á lo largo de un 
paralelo terrestre se circunscribe un cono, tangente á la esfera, 
ó se imagina una superficie cónica secante á la tierra en dos de 
sus paralelos , y en ellas se proyectan los diversos puntos de 
la superficie objetiva, bien valiéndose de los procedimientos de 
la perspectiva ó bien con arreglo á una ley determinada, pro- 
cediéndose después al desarrollo de la superficie cónica para 
obtener la representación plana. En ésta resultan los meri- 
dianos convertidos en rectas concurrentes y los paralelos apa- 
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recen como arcos de círculos, cuyo centro común es el punto 
de intersección de los meridianos, y generalizando, llamamos 
cónicas á todas las que, meridianos y paralelos, están represen- 
tadas por líneas de la naturaleza indicada. 

Mericónicas. —Si al proyectar la superficie esférica sobre 
la cónica se atiende á la condición de que los valores de los 
arcos de paralelo conserven su magnitud en el desarrollo, resul- 
tan las proyecciones mericónicas, en las cuales los paralelos 
están representados por círculos concéntricos y los meridia- 
nos son curvas que concurren en un punto común. 

Policónicas. —Son las proyecciones de la categoría de las 
cónicas, pero en las que se consideran varios conos tangentes 
ó secantes en diversos paralelos, lo que origina que en el des- 
arrollo estos arcos estén representados por círculos no concén- 
tricos, pero cuyos centros están todos en la misma recta. 

Cilindricas, — Si en vez de superficies cónicas tangentes ó 
secantes á lo largo de los paralelos, admitimos una cilindrica 
tangente á la esfera en el ecuador ó secante en un paralelo, 
se obtienen las proyecciones cilindricas, que de este modo^ 
resultan un caso particular de las cónicas, con la diferencia de 
que en el mapa los meridianos quedan representados por rectas 
paralelas y los paralelos por otras perpendiculares á las pri- 
meras, y siempre que la red de meridianos y paralelos está 
formada de ese modo, se llama cilindrica á la proyección. 
Todo esto en la hipótesis de que el eje de los cilindros sea el 
mismo terrestre ó de que la proyección cilindrica sea directa, 
pues si su eje fuera perpendicular á aquél (proyección trans- 
versa), resultarían líneas rectas paralelas, correspondientes á las 
generatrices del cilindro, los desarrollos de los círculos terres- 
tres máximos, cuyo plano contenga al eje de la superficie cilin- 
drica, y líneas rectas perpendiculares á las anteriores las trans- 
formadas de los círculos menores paralelos al meridiano de 
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contacto ó principal. Además de las proyecciones cilindricas 
directa y transversa, hay las llamadas oblicuas, en que el cilin- 
dro es tangente á la esfera terrestre en un círculo máximo, que 
no es el ecuador ni ningún meridiano. 

Mericilindricas. — Son aquellas en que los paralelos del 
mapa están representados por rectas paralelas y los meridia- 
nos por líneas cualesquiera; generalmente obedece el trazado 
de éstos á satisfacer la condición de que los paralelos sean 
automecoicos. 

Esféricas. — Bajo esta denominación se comprenden todas 
las que, no perteneciendo á otro grupo, tienen sus meridianos 
y paralelos representados por arcos de círculo. 

§ 6. Proyecciones perspectivas. — Si en vez de valemos 
de una superficie de proyección intermedia, tomamos como 
cuadro una superficie plana, y sobre ella determinamos la ima- 
gen de toda ó de parte de la superficie terrestre, valiéndonos 
de los procedimientos que al efecto enseña la perspectiva, se 
obtienen las proyecciones llamadas perspectivas. Según la 
posición relativa del punto de vista y del principal del cuadro, 
resultan las variedades de las proyecciones perspectivas, en 
todas las cuales se supone que el eje óptico se determina por 
la recta que une el centro de la esfera con el ojo, recta que 
naturalmente es perpendicular al cuadro. 

Si el punto de vista coincide con el centro de la tierra, la 
perspectiva es central ó gnomónica; si se halla en la super- 
ficie terrestre se llama stereográfica; si fuera, pero á una dis- 
tancia finita, toma el nombre de escenográfica, y por último, 
si se supone á una distancia infinita ó que los rayos visuales 
sean todos paralelos, se tiene la proyección ortográfica. 

Cuando el plano del cuadro es el ecuador ó paralelo á él, 
se obtiene la perspectiva polar; la meridiana si el plano de 
proyección es uno de éstos, y la horizontal ó sobre el hori- 
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zonte cuando se elige éste ó uno paralelo á él por plano de 
proyección. 

Además de los sistemas comprendidos en los grupos antes 
enunciados, existen las proyecciones estrelladas ó disconti- 
nuas, y aun alguna otra que tampoco pertenece ni á éste ni á 
ninguna de las clasificadas. 

§ 7. Entre los numerosos sistemas de proyección conoci- 
dos, ¿cuál es el que en cada caso debería elegir el Geógrafo 
encargado de la construcción de un mapa, de modo que mejor 
responda á la representación que se busca? Tan natural y ló- 
gica es esta pregunta al considerar la variedad y condiciones de 
las proyecciones que se conocen, como difícil dar una respuesta 
concreta y general que pueda ser de utilidad y servir de nor- 
ma para elegir el sistema más conveniente en cada caso. 

Desde luego, como se concibe, variará el problema según 
que se trate de obtener la representación de todo el globo ó 
se trate de representar una parte del esferoide terrestre, así 
como también cuando nos propónganos formar la imagen de 
una porción muy considerable ó nos limitemos á construir el 
mapa de un Estado cuya extensión superficial no sea excesiva, 
como la de Rusia, por ejemplo. 

Prescindiendo de los dos primeros casos, ó sea la repre- 
sentación total de nuestro planeta y la de una extensión muy 
notable de él, así como de los mapas náuticos que han de 
subordinarse á condiciones especiales y peculiares á ellos solos, 
procuraremos indicar la marcha que debe seguirse en la elec- 
ción del sistema más conveniente para la construcción del 
mapa de un Estado, problema á cuya solución, en un caso 
particular, se debe el origen de esta Memoria, y que por lo 
tanto cuadra dentro de ella, y que además es el caso de apli- 
cación más frecuente. 

En primer término, en lá elección del sistema más conve- 
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.rúente entran como factores esenciales: el objeto para que se 
construye el mapa, la escala que se adopte, la situación geo- 
gráfica del país que haya de representarse y su forma ge- 
neral. 

Desde luego hay que advertir que á medida que sean me- 
nores la extensión de la comarca que comprenda el mapa y 
la escala que se emplee, menor importancia tiene ya en los 
resultados la elección de este ó del otro sistema de proyección 
dentro de la clase que mejor responda á las otras condiciones, 
si bien deben estudiarse todas con el más delicado esmero 
para que el acierto corone la elección. 

Dijimos que los diversos sistemas podían ser autálicos ó 
autogonales, es decir, que conserven en la representación los 
valores superficiales ó bien no alteren las magnitudes de los 
ángulos; que había otros que tenían en cambio la propiedad 
de reducir al mínimo una de estas deformaciones, así como 
existe el de Tissot, que, sin ser ni autálico ni autogonal, reduce 
al menor valor posible una y otra anamorfosis. 

Pues bien : si se trata de un mapa estadístico , ó industrial , de 
la flora ó la fauna de una comarca, es decir, de comparar la exten- 
sión del territorio con su contenido en un concepto determina- 
do, claro es que debe darse la preferencia á uno de aquellos 
sistemas que poseen la propiedad de conservar las relaciones 
superficiales, ó sea uno del grupo de los autálicos, y entre 
ellas las más usadas son la mericónica autálica de Mercator, 
conocida ordinariamente, aunque sin fundamento, como des- 
pués veremos, con el nombre de proyección Bonne, y la cónica 
autálica de Lambert. 

Si no teniendo que subordinar la construcción del mapa 
á la condición de equivalencias de las figuras, se desea en 
primer término obtener una imagen que sea la representación 
más genuína y exacta de la forma del territorio cuyo mapa ha 
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de construirse, debe limitarse la elección del sistema á alguno 
entre los autogonales, y de ellos los más recomendados son 
la proyección cónica autogonal de Lambert y la rectangular 
policónica. 

Finalmente, cuando el mapa no haya de satisfacer de un 
modo especial y preferente á ninguna condición determinada 
y exclusiva, es decir, cuando nos propongamos obtener una 
representación que sea la imagen más fiel de un Estado, lo 
mismo en una de sus partes que en cualquiera otra, sin que 
pretendamos, como en algunos casos ocurre, formar un mapa 
en que determinada región aparezca figurada con precisión 
extrema, sin que pueda preocuparnos que las deformaciones 
en el resto de la superficie alcancen valores considerables; en 
una palabra, cuando el problema de construir el mapa se halle 
exento de todo prejuicio ó circunstancia condicional, enton- 
ces debe buscarse, entre los varios sistemas de proyección de 
una otra y especie, aquel que, sin anular ninguna de las defor- 
maciones lineal, angular ni superficial, haga que las máximas 
de cada clase no excedan de cierto límite, variable también 
con la escala de construcción , que suponemos desde luego sea 
reducida; y entre todos los sistemas que responden á este 
objeto, no vacilamos en recomendar muy especial y preferen- 
temente el sistema de proyección compensadora de Tissot, 
que creemos es el más ventajoso y racional de todos los 
conocidos hasta el día, y que más bien que un sistema de 
proyección, debe considerarse como un procedimiento analítico 
para investigar la proyección que más conviene en cada caso , 
dentro naturalmente de ciertas limitaciones de escala, situación 
geográfica del país que haya de representarse, su configura- 
ción, desarrollo de su superficie y extensión de ésta en el 
sentido de los meridianos ó de los paralelos. 

Como ejemplo puede servir el caso que forma parte de la 
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presente Memoria , en el que hemos adoptado la proyección 
cónica de Tissot, después de estudiar sus sistemas y calcular 
sus anamorfosis máximas de todas clases, y determinar tam- 
bién en los otfos sistemas de aplicación probable á la cons- 
trucción de nuestro mapa , cuáles serían las deformaciones de 
una y de otra índole que resultarían, que, como se verá más 
adelante en los capítulos finales de este escrito y en los Estados 
que comprenden, son mayores, y algunos de un modo extraor- 
dinario, que los correspondientes á la proyección Tissot adop- 
tada. 

Si la escala es muy grande y la porción de superficie 
terrestre que se encierre en cada hoja es bastante reducida para 
que pueda considerarse casi como plana, que es el caso del 
mapa topográfico, de nuestro territorio en escala i : 50000, 
del de la monarquía austro-húngara, del reino de Prusia, del 
imperio alemán, y el de Italia, entonces puede emplearse con 
ventaja la proyección poliédrica, á la que otros conocen con 
el nombre de proyección natural, y de la que tampoco nos 
ocupamos, por considerarla fuera ya del objeto de este estudio, 
que es el de la formación del mapa de un Estado no muy ex- 
tenso y en escala relativamente pequeña. 



Digitized by 



Google 



CAPÍTULO II. 



PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA TEORÍA DE LAS PROYECCIONES. 



§ 8. Antes de entrar de lleno en el desarrollo de las 
fórmulas y fundamentos teóricos que han de conducirnos á la 
determinación del sistema de proyección que nosotros creemos 
es el más conveniente para el mapa de España, y con el objeto 
de no interrumpir los cálculos posteriores necesarios con la 
deducción de expresiones que, si bien son indispensables, con- 
viene tenerlas obtenidas de antemano para no distraer con su 
investigación la marcha del razonamiento, hemos creído de 
utilidad dar á continuación el valor de todos aquellos elemen- 
tos auxiliares, que más adelante entran en el desarrollo de las 
fórmulas correspondientes á los sistemas de proyección. 

De estos valores nos limitamos á reproducir lá expresión 
de aquellos que figuran en todos los tratados de Geodesia, 
pasando á deducir solamente el de aquellos otros que, por 
su aplicación particular al caso presente , no se encuentran en 
las obras de Geodesia general. 
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Si se representa por : 

a el semieje mayor de la elipse terrestre meri- 
diana, 

p el radio de curvatura en un punto cualquiera 

de la tierra , 

iV r la normal en el mismo punto , 

e el cuadradlo de lá excentricidad , y 

B el radio del paralelo terrestre de latitud Z, se 

tiene : 

P = 7 "^Vt,* =«('-0('+-H a sen'L),..... (i) 
•(i — er sen v Z)a 

N= ~, 1 tnI =^('+4-e a sen'X), (2) 

(1 — e*sen 2 L)f 2 

. * +> »r ■* a eos L , . ,, N 

H>=zNco&Lz= ~ ; (3) 

, . .(1— ¿sen" L)í 

valor este último que se deduce inmediatamente, teniendo en 
cuenta que R es cateto de un triángulo rectángulo, cuya hipo- 
tenusa es N, y L el ^ángulo comprendido entre estas dos 
líneas. 

§ 9. E = 22 -*sen£ -^^* t +....; ; (4) 

expresión que nos da el valor del radio de un paralelo terres- 
tre cualquiera en función de 7? , radio del paralelo inicial que 
se considera de latitud Z ; del radio de curvatura correspon- 
diente á esta misma latitud, y des, cuya significación se vefá. 
Para deducir el anterior valor observaremos que el radio R 
es una función de la variable s> desarrollo del arco del me- 
ridiano comprendido entre el paralelo de latitud L y otro 
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cualquiera superior ó inferior, y por tanto su desarrollo en serie 
será de la forma : 



B =f(s ) + /' (éj 8 +f" (8.)^-+ 



2 



en la que debemos determinar el valor de la constante y de 
los coeficientes de la variable s. ..',-... 

Mas si nos fijamos en que para s = ó el radio R es R ; 
tendremos ya conocido el valor de la constante* .del desarrollo 
de referencia, y -la expresión de R será 

dRs 



-* + G?>.~{£H 



Ahora bien : cualquiera que sea^ la forma que se suponga 
al meridiano O MNP, sobre el cual contamos las latitudes L, 
si en él tomamos dos puntos infinitamente próximos, M y N 
(Figura i. a ), sucederá siempre qqe, á su distancia sobre el 
arco ds=MN y corresponderá una variación QM= — dR en 
la longitud de los radios de los paralelos respectivos. 

El ángulo NCO=L nos expresa la latitud del punto N, 
y. como NC es perpendicular á la tangente NH, y CO lo es 
también á NR, el ángulo RWfí=*L = QNM. El trián- 
gulo MNQ da , 

$M = NMsenL, ' \ 

ó sea: ■ . ' ■ 

— dR = ds sen L; 

haciendo í=í?, Z se convierte en L Q , y por tanto, 



( 
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La derivada segunda de R será 

<PR _ rf( — senL) m 
ds 2 ~~ ds ' 

y como L es á su vez función de s, pues para cualquier punto 
se tiene que ds=pdL, siendo p el radio de curvatura corres- 
pondiente, resulta que 

d(— senL) r dL r i 

= = — eos L — = — = — cosí . 

ds ds p 

Haciendo también en esta segunda derivada á í=í?, Z se 
convierte en L y p en p , con lo que 

<PR C0sL o 



y el valor de R será 

r» t> T eos Zr, 8 1 

2c = ic — seni 8 

§ IO. s = p ¿ -h-p e 2 sen2i: / 2 . (5) 

Este valor de ¿, que más adelante ha de tener importan- 
tes aplicaciones, se deduce de la manera siguiente: 

Siendo s función de / (diferencia de latitud positiva ó 
negativa entre un paralelo y el paralelo inicial del mapa), 
podrá desarrollarse por la fórmula de Maclaurin, y se tendrá: 

*=/(*.) + /' «.)+/..(!.)£+. ..J/. + (^I + (U)^ + ...; 

pero para un punto cualquiera del meridiano se tiene 

d8=zpdl; 
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y como en el paralelo inicial para l~o es s = o, resulta: 

/(« = o. 

Cuando en el valor ¿y = p hacemos /= 0, se tiene el radio 
de curvatura correspondiente al punto de cruce del meridiano 
con el paralelo inicial; luego 



(£)o =P - 

Además, 



di 1 ~~ di ~~ di 



1 (i — c a sen a L)| v 2 

con errores de cuarto orden que se desprecian: como / y L 
se diferencian en una constante, las derivadas de p con respecto 
á/yZ son las mismas, y por lo tanto, 



-~ = — a e 2 X 2 sen L eos L == — a e 2 sen 2 i ; 



y como 



a = 7 2 , P , , 2-ft=P C 1 + c * L e 2 sen 2 L)-f- 



cantidades de 4. grado, que se desprecian; sustituyendo por 
a este valor, resulta 



-ry = -|-6 , sen2Íp(i + c a j e* sen 2 £) = -^ p e 2 sen 2 L, 
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despreciando las expresiones de, orden 4. ; y por tanto, para 
/=# será: 

(TÍ)o = ^ poC2sen2I '' , 
con lo cual el valor de s es : 

8= p l -f- -- p e 2 sen 2 L — = p 1 + — p e 2 sen 2 L Q l . 

§ 11. . Deducidos ya estos valores, pasemos á considerar 
en general y de un modo teórico el problema de las. proyeccio- 
nes para obtener las fórmulas que entre sí ligan los diversos 
elementos de la superficie que ha de representarse y su imagen 
definitiva en el mapa, obtenida de una ú otra manera, según 
el sistema de proyección que en cada caso, conforme á las 
circunstancias del momento, convenga emplear. 

El problema general de la corografía ó cartografía 
consiste, en la representación de todo ó de parte del esferoide 
terrestre sobre un plano. Algunos autores, como Fiorini y 
Herzs, parten para su resolución de un punto de vista aqn más 
general, estudiando la ley á que obedece la representación de 
una superficie cualquiera sobre otra, para vepir en último 
término á reducir á un caso particular el de la construcción de 
los mapas. Mas como quiera que esta mayor generalidad no, 
compensa en sus aplicaciones finales la mayor complicación 
de su desarrollo, nos limitaremos á considerar las expresiones 
que han de ligar entre sí los elementos de una parte de lá 
superficie terrestre con sus homólogos -sobre el mapa que ha 
de representarla. 

§ 12. Cualquiera que sea el sistema de proyección que se 
emplee para construir el mapa de urla parte del globo, se su- 
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^íone esta reabierta por una red de rectángulos curvilíneos 
formados por los meridianos y paralelos terrestres que- lo 
surcan, y con respecto á los Cuales se fija la situación de sus 
diversos puntos, cuyas coordeñadas geográficas se habrán de- 
terminado anteriormente por el cálculo de las observaciones 
geodésicas. Si pues en el plano del mapa puede fijarse la 
posición de las transformadas de aquellos arcos principales 
con respecto á un sistema coordenado trazado en él de ante- 
mano, y además podemos obtener las expresiones analíticas 
de las coordenadas de los diversos puntos del mapa en fun- 
ción de las geográficas ,de sus correspondientes en la superficie 
terrestre, tendremos ya cuantos elementos son necesarios para 
el trazado de la cuadrícula y la fijación de los puntos. 

El problema de la construcción del mapa queda, por 
tanto, reducido á estos extremos, cuya solución nos propo- 
nemos investigar. 

Supongamos un punto cualquiera de la tierra definido 
por su latitud L y su longitud m, ó por este último valor y 
el del arco s, distancia al ecuador contada sobre el meridiano, 
función de Z, y desde luego la superficie que trata de repre- 
sentarse será una función F (Lm), en la que cada punto 
corresponderá á un par de valores de L y m , y en la cual 
función, si asignamos á L un valor cualquiera, obtendremos la 
ecuación del paralelo terrestre dé aquella latitud, así como 
representará la expresión del meridiano en la hipótesis de 
fijar á m un valor constante. Si análogamente expresamos 
por x é y las coordenadas rectangulares en el mapa, con res- 
pecto al origen que en él elijamos de los puntos que en la 
proyección corresponden á los del globo, el lugar geométrico 
de todos aquéllos será una función f (x y), en la cual las va- 
riables x é y dependerán de L y de m siendo x = cp (L m) é 
y~y x (L m) ú la segunda superficie ha de ser la proyección 
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de la primera, y por tanto F (x y) será función mediata de 
L y ni, y para obtener en la representación un punto que 
corresponda á otro determinado del globo habrá necesidad 
de hallar los valores de x é y por medio de las fórmulas 

x = © (Lm) 

Antes dijimos que si en la función F (L m) asignamos á L 
ó á m valores constantes, dejando indeterminada la otra va- 
riable, la expresión F (L m) representaba la ecuación de los 
paralelos ó meridianos terrestres, y si hacemos esta hipótesis en 
los valores de x = <p (L m) é ^ == ^ (L m) y en las corres- 
pondientes de FfxyJ, hallaremos las expresiones de las trans- 
formadas de aquellas Uneas, ó sean las proyecciones en el 
mapa de los paralelos y meridianos del globo. 

§ 13. Como veremos más adelante, la forma de las fun- 
ciones que acabamos de indicar depende del sistema y condi- 
ciones de la proyección que se emplee; de modo que, consi- 
derándolas en su generalidad indeterminadas, vamos ahora 
únicamente á buscar las relaciones que median entre los ele- 
mentos de una y otra superficie para deducir las propiedades 
generales de las proyecciones. 

Consideremos sobre el elipsoide de revolución (Figu- 
ra 2. a ) dos paralelos QH y Q f H' y dos meridianos QQ f y 
HH' infinitamente próximos, y sean Q, Q\ Hy H' los puntos 
de intersección de estos arcos. Llamemos q,q\h y tí los 
puntos del mapa que corresponden á los anteriores (Figu- 
ra 3. a ), y entonces las líneas qq hti qh y q tí serán las 
transformadas en el mapa de los arcos de meridiano y de pa- 
ralelo. 

Supongamos que PA es el meridiano principal, y que 
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fórnaa:Coti é;PQ' QM un ángulo w." Todos los puntéis de 
este. meridiano /tendrán la longitud geográfica" m, y á. los>dd 
otro PH' H N les corresponderá una longitud m + dm, 
puesto que' se parte de la hipótesis de que loa dos arcos se 
hállejí infinitamente" próximos. Siendo L la latitud en grados 
del paralelo terrestre QH,y>$ la.longitud del arco de/meri- 
diano comprendido entre este paralelo y el ecuador, el valor 
del arco MQ' N H f será ^4- c¿s;,de manera que las coor- 
denadas de los cuatro vértices del cuadrilátero curvilíneo 
QQ'HH' son: 



*í 



m 

8 + d 8 ó L 4- d L 

„ i m + d m } " 

Hl s6L 



'\ 



wi + áw 

s + ds6L + dL. 



Si llamamos R al radio del paralelo QH, radio cuyo 
valor hemos visto (3) qué sóío depende de la latitud L y de 
la normal N ó de la latitud y del radio de curvatura terres- 
tre p (4), y como L y s son la una expresión de la otra, 
resulta en último término que R es función de s\ se tiene: 

arco QH— R dm± 
QQ' = HH' = d8 = ()dL, :. 

y en el triángulo Q % HQ' rectángulo en Q, se deduce: 

' l^W = ~QH* '+ ~W*, = -K 2 '(<* m) 2 '4- (¿ s?=R 9 (et m) 2 +'^ («XJ\ 

y por tanto, 



§' ff = Ve 2 (d m) 2 +p 2 {d Lf . 



4 
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§ 14. Siendo el cuadrilátero qq f hh! la representación 
en el mapa del cuadrilátero QQ f H H' ', las coordenadas del 
punto q son, como hemos dicho, x é y, funciones de la latitud 
ó de s y de la longitud m. Las coordenadas del punto q\ 
situado en el mismo meridiano, se obtendrán haciendo variar 
sólo á Z, pues que m es constante, y serán: 

■ dx -dL 



dL 



*lLdL; 



dL 



las del h resultan de admitir que Los son constantes en las 
funciones <p(Lm) y <p t (Lm) y que m tiene un incremento dife- 
rencial dnt} siendo, por tanto, sus coordenadas: 



d x 

x + -^ — dm 

dm 



»+4i*« 



y por último, las del cuarto punto h! se obtendrán dando á 
las dos variables los incrementos dL y dm, con lo que serán: 



. dx _ r , dx 
x + '-j-f-dL-^-z — dm 
dL dm 



»+&"+&<- 



Las coordenadas del cuadrilátero transformado qq' hh r 
son, pues: 



í" 

( y 
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, dX J T 

x+ TT dL 



1 dx j 
am 

. dy , 



h' 



x + — T - d L 4- -3 — d m 
dL dm 



En la figura 3. a son las coordenadas de estos puntos: 
para 



í 



h' 



oa = y 
qa = x 






. d y . 

ob =y+iá dm 

ir 1 d X , . 

hb = x + -3 — dm 
a m 
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de donde resulta : 

aa'=Oa'-Oa^+^dL-y=^LdL. . .......: \ aa'=bb' 

" [ó 

W=OV-Ob^+^dL+^dm-y-^dm^-^dL ) qq"=^ú" 
a dL dm * dm dL ** 

dx dx 

q'q"=q'a'—aq=x+-jj-dL—x . ' , =-jj-dL \ 

\ iqY=h'h"; 

h 'k''^^^hb^+^dL + ^dm^x^~dm=-^-dL ) 
dL dm dm dL 

y siendo iguales en los dos triángulos rectángulos qqq" y fíhH 9 
los catetos del uno á' los del otro, además de ser paralelos 
por construcción, resultan iguales y paralelas las hipotenu- 
sas qq y hh' 9 y con ello se deduce que el cuadrilátero infini- 
tamente pequeño qh q'fi es un paralelógramo. 
Los valores, de Jo$ lados de éste son : 



22 

ó 



•-w--i?- + i!^(M + (w»)"-: w [(A) ,+ (¿l] 

y " 

qtf=~tf?=. ^ i +hg n3 =(Ob-OaY+(hb - qdf (y + -j¡¿ dm-y) + 

§ 15. Estos dos lados qq\ transformado del meridiano, 
y q h, representación del paralelo en el mapa, forman con los 
ejes Y y X, ángulos, cuyo valor podemos deducir con facilidad, 
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y de los cuales puede obtenerse inmediatamente la expresión 
analítica del ángulo que entre sí forman ambas líneas. 

El valor angular q q q" del meridiano con el eje Y se de- 
duce del triángulo q ¡ ' q q\ en el que se tiene: 

. ;-; ' • dx ,_. dx 

lL dL dL' 

y 

dy , L dy 
,„„„.„»_ «*" - AL - dL 

TZ dL TL 

ó tangente del ángulo que con el eje X forma la transformada 
del meridiano. 

Si quisiéramos deducir estos mismos ángulos en función 
de sus cosenos, nos valdríamos del mismo triángulo, en el que 
se. tiene i 

dy , T dy_ 

, „ _ qjT_ _ dL aJ j _ dL 



dx . T dx 

q'q" TL dlj TL 

eos q q cf = . 

q q' 



"W+(&)" vm+m' 



En el triángulo qhq" podemos análogamente determinar 
los valores de los ángulos que la línea qh, representación del 
paralelo, forma con los ejes coordenados, y sé tiene: 



hn'" ~j — **#* ~3 — 

dm am 
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y la de su complementario qhq'" será la recíproca de éste, ó 

dy 

. r tu dm 

dm 

Si, como anteriormente, quisiéramos expresar estos ángu- 
los por sus cosenos, tendríamos: 



eos \qq' 



dx 
~~ tf i ~i — 
t, = _ gg __. dm 

~ qh vm+m 



dy 
, ,,, hq" dm 

eos qhq = -~— = , r 

Teniendo ya la expresicin los valores de los ángulos que 
las líneas qq r y qh forman con los ejes rectangulares, podre- 
mos deducir la del que ambas líneas forman entre sí, pues que 

y por tanto, llamando cp á este valor, ángulo del meridiano y 
paralelo en el mapa, se tiene: 

, dx dx 

dL dm 

tET-ttrq'qft^ t R 9 ' gg '" - tgftgg'" TT ~Ú 

i i dL v Élüü. 

1 ' dy A dy 

dL dm 



dx dy dx dy 
dL dm dm dL 



dx 
~dL 


dy dx 
dm dm 


dy 
~dL 




dy dy 
dL dm 




dy 
dL 


dy dx 
dm dL 


dx_ 
dm 




dy dy 
dL dm 





dy dy dx dx 
dL dm dL dm 
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Con estas expresiones tenemos completamente formulados 
todos los valores del cuadrilátero qq ti h, transformado del 
que en el esferoide resulta de la intersección de dos arcos de 
meridianos infinitamente próximos con otros dos de paralelo 
que también satisfagan á esta condición , y si queremos hallar 
además la expresión analítica de la diagonal q h en función 
de las variables x é y, tendremos en el triángulo rectángulo 
q f hti\ que: 



"-V(!r"-!H' + $>-£")' 



§ 1 6. Como en los problemas relativos á las proyeccio- 
nes se emplea generalmente, en vez del valor L de la latitud, 
el del arco de meridiano correspondiente s, modificaremos las 
fórmulas anteriores, considerando á s como variable indepen- 
diente, y las citadas expresiones serán : 

Elemento de un arco de meridiano, qq'=hh'=zd8 yí^LY _j_ í—^-Y (6), 



Elemento de un arco de paralelo, qh=q'h'=dm 1/ (-¿—Y + (4^-)* (7)> 



dx 

Tangente del ángulo del meridiano con el eje Y —¿ — (8), 

~d7 
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dy 



"\ 



Tangente del ángulo del meridiano con el eje X ' * (9)," 

117 , 



dx 
Tangente del ángulo del paralelo con ti eje Y ~^- (10), 

dm 



dy 
Id. id. id. con el eje X —£- (n), 

dm 



y la tangente del ángulo que entre sí forman las representacio- 
nes del meridiano y paralelo será : 

i 

dx dy dx dy 

da dm dm ds , x A 

** * = dv_ dy_ dx_ dx_ ( ,2 >- 

de dm ds dm 



§ 17. Conociendo ya de una manera general, y cualquie- 
ra que sea el sistema de proyección que se adopte, las expresio- 
nes de los valores de los arcos de meridiano y de paralelo, y 
las de sus homólogos en el mapa, así como también la del 
ángulo que ambas líneas forman, vamos á deducir los requisi- 
tos que necesariamente han de llenarse para que la proyección 
cumpla alguna de las condiciones que indicamos en el capítulo 
primero. 

Para que la proyección sea autogonal se necesita que el 
ángulo q qh sea recto como lo es sobre el esferoide, ó que 
cp = 90 y tg cp = 00 ; para lo cual es preciso que 



dy dy __ dx dx ! 
ds dm ~~~ ds dm 



(12) 
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dy_ dx 

d » dm 

dx * dy 

da dm 



*««'«" = — **««"', 



(13) 



según las fórmulas (9) y (10). 

Si pretendemos que la proyección sea automecoica, será 
necesario satisfacer las dos condiciones de que: 

QH=qh 

y - 

además de ser iguales los ángulos q q h y Q r Q //, pues de 
no Henar esta condición podrían muy bien ser iguales las mag- 
nitudes Q Hy qh y Q Q' y qq', sin que resultaran del mismo 
valor los restantes elementos lineales en el esferoide y en el 
mapa. 

Según hemos visto en el párrafo anterior, la condición de 
ser q qh = Q QH= 90 o , quedaba expresada por la ecuación: 



dy 




dx 


da 
dx 


= — 


dm 
dy 


~di 




dm 



tg ?i = — tg<?2 



llamando cp x y :p 2 á los ángulos qq q n y hqq h 
De esta expresión se deduce: 



dy 

^ = tg ?1 (.4) 

da 
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-g— cotft (is); 

dm 



y si á esta condición añadimos la de ser QH—qh y QQ[=-qq\ 
sabiendo que QH= Rdm y Q& = ds, y teniendo en cuenta 
los valores de qh (7) y qq (6), resulta 

.'■■■• *■-<•■ [(*)"- (£)] 

Ó 

■ ' ■ -(*)■+(*)■ 

Las. cuatro ecuaciones de condición (14), (15), (16) y (17) 
deben verificarse simultáneamente para que la proyección sea 
automecoica, ó mejor dicho, igual á la superficie representada. 

De la 14 se deduce : 



de la 15 



dy dx l . . 

iH*- 1 »* (,8) 



dy dx , . 



y sustituyendo estos valores en las (i 6) y (17), se tiene: 



—(£)■+(£)"-"-(£)■<■ + -"H- 



¿X 



.. 



ám/ sen 2 (D t 
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ó 



-j— = .físencp 1 (20), 

dm T N n 



y 



>=m«« + mH^'+«<Hm^k 



-^=008^ (21). 

Con estos valores las expresiones (18) y (19) se transfor- 
man en las siguientes : 

¿j = cos ?i t 9 <Pi = «n <p, (22) , 

y 

-j=- = — .R sen ce, cot ©« = — 22 cos «i (23). 

dm .1 ti 

Siendo las fórmulas (20) y (21) las expresiones de las de- 
rivadas parciales de x con respecto á las variables m y s, y 
sucediendo una cosa análoga á las (22) y (23) derivadas de y 
respectivamente con relación á s y m, es condición precisa, 
para que se verifiquen, que puedan igualarse entre sí la deri- 
vada de la (20) con respecto á s con la de la (21), suponiendo 
variable independiente la m; y lo propio habrá de ocurrir con 
las (22) y (23). Pero si observamos que (4) R es función de 
s, y cp 4 (14) y (15) lo es de s y m, se tiene de las (20) y (21): 

d (dx\ d tn ~ y dB en cJcpA 

de las (22) y (23) se obtiene: 

d (dv\ d _ d^ \ 
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Si multiplicárnosla (24) por sen cp x y la restamos de la (25), 
después de multiplicarla por eos cp t , se tiene: 

^ n 2 ?1 ^L +cos2 cp, 4?J. = _ sen 2 ^ J^. _ J^?. C0S 2 cp 1 -^ 12 se:i cp 1 cos cp, J^L +12 sen ? ± eos ^ -^ , 

dm dm da da l ** >l da da 



4^=-^ (26); 

dm ds 

y si ahora multiplicamos la (24) por cos cp x y la (25) por sen cpi 
y las sumamos, resulta: 

— sen<P 1 cos<p 1 - r L ^+sen , 'f icos'f 1 - T - L ^=-Kcos 2 (p 1 — .— + Rseri^x— j^-f-sen'f ^os'f i— ¡ scn'f A cos'f j— ,— 

' dm dm da da da da 



Las dos expresiones (26) y (27), que en último termino 
resumen las condiciones necesarias para que la representación 
de la superficie objetiva sobre el mapa, superficie subjetiva 
mediata, sea automecoica, son incompatibles, pues que sien- 
do R (fórmula 4) una función de s de grado superior al 1 ,°, 
resulta que su derivada —■ seguirá siendo también función de s, 
y por tanto lo propio ocurrirá con su igual ^ 5 que es la 
ecuación condicional (26). 

Pero si nos fijamos en que por la (27), como R no es 
cero, se necesita que lo sea -^, y esto equivale á suponer 
que <p es independiente de s, nos encontramos con que al 
mismo tiempo cp t ha de ser función de s y no ha de depender 
de esta variable; contradicción palmaria que revela la imposi- 
bilidad de llenar las condiciones (14), (15), (16) y (17). 

Esta consecuencia, deducida de las condiciones analíticas 
del problema, es la misma que ya se deriva a priori de la 
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imposibilidad de representar sobre un plano una parte cual- 
quiera del esferoide sin que exista deformación ó anamorfosis, 
y prueba que, cualquiera que sea el sistema de proyección 
que se adopte, habremos de conformarnos con buscar la equi- 
valencia de las superficies ó la semejanza de las figuras, y ésta 
dentro siempre de límites muy reducidos, es decir, en exten- 
siones esféricas y sus homologas planas infinitamente peque- 
ñas, y sin que la propiedad que se verifique en cada punto 
pueda generalizarse al conjunto de ambas superficies, pues 
que la semejanza de éstas sólo puede alcanzarse cuando la 
representación se haga en una superficie de la misma natura- 
leza que aquella á la que ha de sustituir, y nunca cuando 
ambas pertenezcan á distinto género, que es el caso de las 
proyecciones cartográficas, aun cuando ordinariamente se pase 
de la representación de la esfera ó esferoide al desarrollo en 
un plano de una superficie desarrollable cilindrica ó cónica. 
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CAPITULO III. 



LEY DE LA DEFORMACIÓN. — ELIPSE INDICATRIZ. — TANGENTES 
PRINCIPALES. — ALTERACIONES DE ÁNGULOS. — ÍDEM DE LONGI- 
TUDES. — ÍDEM DE SUPERFICIES. 



§ 1 8; Después de haber dado en el capítulo anterior las 
fórmulas para enlazar entre sí los diversos elementos principales 
que necesariamente han de entrar en todos los problemas de 
proyecciones, vamos á estudiar de una manera general la ley 
de la deformación en un punto cualquiera, cuando se pasa de 
una figura trazada sobre el esferoide á la que la representa 
sobre el mapa, deduciendo unos cuantos principios generales 
con absoluta independencia de la naturaleza de las superficies, 
de la posición del punto que se considera y del sistema de 
proyección que se adopte. 

Consideremos un punto cualquiera del esferoide definido 
por su longitud m y por su latitud L\ toda circunferencia 
infinitamente pequeña trazada alrededor de aquél se puede 
admitir como situada en el plano tangente en dicho punto, que 
se confunde con la superficie hasta las distancias infinitamente 
próximas al de contacto: un radio cualquiera de esta circun- 
ferencia podrá considerarse como la hipotenusa de un trián- 
gulo rectángulo, cuyos catetos sean los arcos infinitamente 
pequeños del meridiano y paralelo que pasan por el centro, y 
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llamando R al radio del paralelo y p al de curvatura del meri- 
diano, los arcos infinitamente pequeños tendrán las longitudes : 

Arco de paralelo = Rdm 

ídem de meridiano ..... = p d L, 

y por lo tanto el radio de la circunferencia considerada tendrá 
por expresión : 

VR*dm 2 + ? 2 dL\ 

siendo R y p funciones conocidas y dependientes de la 
latitud L. 

Sean sobre el mapa x é y las coordenadas rectangulares 
del punto correspondiente al del esferoide: el radio que hemos 
considerado tendrá por proyección una línea cuya longitud 
será análogamente : 

Vdx 2 + dy\ 

Estos dos valores no son en general iguales, como hemos 
visto en el capítulo anterior: llamemos n á la relación que 
existe entre el segundo y el primero, relación que por el 
pronto, hasta que se demuestre, podremos considerar variable 
de un punto á otro del mapa y variable también en cada punto 
según el ángulo que forme con el meridiano el radio que 
hemos supuesto, ángulo cuya tangente será igual á : 

Rdm 

7rfT =tga; 

pero cualquiera que sea el valor de esta relación n, siempre 
se supone finita, lo cual solamente puede verificarse cuan- 
do dx y dy lo son también, ó sea cuando las funciones 
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x ' ± <p (L,ni) é y = cp x (L,m) son continuas. En todas 
las proyecciones geográficas estas funciones de x y de y 
son continuas dentro de los límites de su aplicación, y aun 
cuando más adelante se hace ver la conveniencia de que n sea 
muy próximamente igual á la unidad, desde luego se concibe 
que para que un sistema de representación sea de utilidad 
práctica se necesita que la relación entre una línea del espacio 
y su correspondiente en el mapa, abstracción hecha de la 
escala, difiera lo menos posible de la unidad, de donde se 
deriva inmediatamente la continuidad de los valores de las 
variables x é y para los correspondientes de Z y m. Es cierto 
que las mencionadas funciones pueden dejar de ser continuas 
para determinados valores de las variables independiendes Z y 
m\ mas esto sólo sucede en algunas proyecciones geográficas 
para puntos singulares, en los cuales á los incrementos dife- 
renciales dLy dm de estas magnitudes en el esferoide pueden 
corresponder variaciones de x é y, no solamente finitas, sino 
infinitamente grandes ; pero entonces la proyección, pierde ya 
su carácter de representación geográfica. 
Podremos, pues, establecer la ecuación 

VB?(drn) 2 -i-(> 2 (dL? = — V(dxf ■+- {dyf\ 

elevando al cuadrado, resulta: 

(28) B* {dmf + p- (dLy == -L. ( d xf + (dyf ; 

como x é y son funciones de m y Z, se tendrá: 

Íeia5 = -5 — dm -{--^r^dL — ádm + bdL 
dm dL 

dy = ^dm + -%£-dL=a'dm+VdL i 
dm d Ju ■ J 
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llamando a, ¿, a y ti los valores de las derivadas parciales 
de x é y con respecto á m y L para el punto en cuestión; 
sustituyendo estos valores en la ecuación (28), se convierte 
en ésta: 

lP(dro) a +p 2 (d¿) 2 « -^- [a a (ám) 2 + a a . tárodi + fi 2 (d¿) 2 + a' 2 (rfm)"-f a a'&' dmdL + b'* (di) 2 ]; 

de donde: 



, . 2 _ (dm)*(a*+a'*) + dmdL{*ab + * a'b')+ idmV + b' 2 ) _ ( dmf (a* + a' z ) . 
{$€>) n — . 2^(dm) 2 +p 2 (dXj 2 ~~ R\dmy t +p*(dL)*~ r 



dmdLitab + ta'b') , (dL)* (¿ 2 + y 2 ) . 
~*~ i^ídm) 2 -f p 2 (di) 2 "^ 22*(diii J* -f P 2 (c/£)" ' 

como tg a = -j^£- , se tienen los valores: 

i* 2 (dmy = p 2 (dL) 2 tg 2 « ; p 2 (d£) 2 = ^f^ ; 

y la ecuación (30) se puede poner bajo la forma: 

2== ( dm) 2 {a* + a'*) dmdLJ2 ab+ta'b' ) , (g£) 2 (6 2 + y 1 ) 

tg a a / tg a 

— a 2 + q' 2 _j_ 2(a& + a'&') , 6 a +6' 2 

-* + t?t) ' *K**+i<V) p2(l+tg2a) 



H -g- sen a eos a -| 1^ eos 2 «. 

De esta fórmula se deduce una propiedad importante: 
si se calculan dos valores de n 2 correspondientes á dos direc- 
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ciones sobre el globo perpendiculares entre sí, la suma será 
independiente del ángulo a: en efecto, para el radio que hace 
con el meridiano el ángulo a, se tiene: 



n = — ¿i — sen 8 a -\ — — sen a eos a ^ ¿ — cos °» 

H si p p 

para otro perpendicular, las derivadas 0, a ó, b f serán las mis- 
mas, por ser el mismo el punto; los ángulos serán a y (90-í-a); 
y por tanto : 



, 2 a 2 -i- a' 2 t 2(ab + a'V) , & 2 +6' 2 2 

w = — ^ — cos a ~~ ñ sen « eos a -| i — sen 2 cr, 

iv Mp p 



y su suma 



(32) n2 + n , 2 = W 2 (gcn , a+coW 



que es lo que se quería demostrar. 

Ahora bien: si tomamos por unidad el radio de la circun- 
ferencia que hemos descrito sobre el esferoide, las longitudes 
de las transformadas de dos radios cualesquiera, pero perpen- 
diculares entre sí, serán n y n\ y la igualdad (32) expresa que 
la suma de los cuadrados de n y rí es constante, cualquiera que 
sea el valor del ángulo a. Si se considera una elipse y la cir- 
cunferencia descrita con el eje mayor de la primera por diá- 
metro, se sabe que los radios vectores de la elipse correspon- 
dientes á dos radios rectangulares de la circunferencia son 
dos semidiámetros conjugados, y la suma de sus cuadrados 
es constante é igual á la suma de los cuadrados de los ejes, 
y que recíprocamente, si tenemos una curva cuyos radios 
gozan de esa propiedad, la curva es una elipse; por lo tanto, 
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la transformada del círculo infinitamente pequeño qué hemos 
supuesto, trazado alrededor de un punto, será, en general, 
una elipse C 1 ). 

Sean (Fig. 4. a ) P la circunferencia trazada sobre la superficie 
del esferoide y P' la elipse del mapa que representa á la primera: 
los puntos 1, 2, 3.... 8 serán en la proyección los 1', 2', 3'.... 8': 
las distancias P 1, P 2.... P&, que en la superficie son iguales, 
estarán representadas en el mapa por las P' i', P r 2'.... P' 8', 
que son desiguales, y también los ángulos en P 9 iguales eh la 
superficie, serán desiguales en la proyección: si de una manera 
gráfica ó por medio del cálculo pudiéramos para cada sistema 
de proyección conocer las dimensiones de la elipse, serían 
fáciles de deducir las relaciones que existirían entre los ele- 
mentos lineales y angulares de la circunferencia y los homó- 
logos de la elipse; conocidas para cada punto estas relaciones, 
nos indicarían las propiedades características de cada sistema 
de proyección, por cuyo motivo designa Tissot muy propia- 
mente á esta elipse con el nombre de Indicatriz. 

§ 19. Para continuar el estudio de la deformación en 
general en un punto cualquiera, Tissot enuncia el principio 
siguiente : « Existen en cada punto de la superficie del globo 
dos tangentes perpendiculares entre sí, y tales que sus proyec- 
ciones respectivas sobre el mapa se cortan también en ángulo 
recto, y no hay más que dos que gocen de esa propiedad, á 
no ser que la proyección sea autogonal ». 

Sean, en efecto (F¿g.j. a J, C D y O i? dos rectas perpendi- 
culares entre sí y tangentes en el punto O al esferoide; sean C D 
y Ó' £' sus representaciones en el mapa; los ángulos 1' y 2 se- 



(1) En los puntos singulares de que hemos hablado es una cónica del género 
hipérbola 6 parábola. 
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rán los transformados de los i y 2 ; si aquéllos fuesen rectos, 
quedaría demostrada la primera parte de la proposición ; pero 
supongamos que no sucede así y que el ángulo 1' sea agudo, 
imaginemos que el ángulo 1 gire de una manera continua 90 o 
alrededor del punto O y que toma la posición del ángulo 2; 
su transformado sobre el mapa le seguirá en su movimiento y 
tomará la posición del 2', que es el ángulo obtuso suplementa- 
rio del i'. Ahora bien : para que este ángulo haya pasado su- 
cesiva y continuamente de agudo á obtuso, es preciso que en 
una de sus posiciones haya sido recto, y para esta posición y 
la correspondiente sobre el globo del ángulo 1 constantemente 
recto queda demostrada la proposición anterior. 

Esta demostración supone que la representación no altera 
la continuidad de la superficie, hipótesis que siempre se puede 
admitir excepto para algunos puntos singulares, como los po- 
los, en alguno de los sistemas conocidos de proyección. 

Si ésta es autogonal, claro es que todas las tangentes per- 
pendiculares entre sí se representan en el mapa por otras 
rectas también perpendiculares. 

§ 20. Como lo mismo demostraríamos para los demás 
puntos de la superficie del globo, resulta que podemos consi- 
derar en ésta dos series de curvas ortogonales, cuyas trans- 
formadas en el mapa son también ortogonales, sea cualquiera 
el sistema de proyección que se adopte : haciendo variar de 
todas las maneras posibles el modo de sucesión de las curvas 
de cada serie, se obtiene una infinidad de dobles redes, cada una 
de las cuales descompone la superficie (objetiva y subjetiva) 
en rectángulos infinitamente pequeños, y que son las únicas 
que poseen esta propiedad en el sistema de proyección de 
que se trata; de estas consideraciones deduce Tissot el princi- 
pio siguiente: 
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§ 21. Toda representación de una superficie sobre un 
plano puede ser reemplazada por una infinidad de proyecciones 
ortogonales, hechas cada una con una escala conveniente. 

P2n efecto: sea M {Fig. 6. a ) un punto infinitamente próxi- 
mo al O sobre la superficie y O PM Q uno de los rectángu- 
los infinitamente pequeños de que hemos hablado en el párrafo 
anterior; sea O' P* M f Q' {Fig. 7") el rectángulo que repre- 
senta en el plano al anterior ; superpongamos estos dos rec- 
tángulos de modo que el punto O f caiga sobre el O y las 
rectas O' P y O' Q f sobre las OPy OQ {Fig. 8. a \ y lla- 
memos N al punto de encuentro de las líneas O M f y F M; 
este punto N se puede considerar como la proyección ortogo- 
nal de la posición que tomaría M si se hiciera girar un ángulo 
conveniente, alrededor de la línea O P, al plano del rectán- 
gulo OPMQ; este ángulo no depende más que de la relación 
de las líneas N P y MP, y es el mismo cualquiera que sea 
el punto M, porque designando por a la relación -^- y 
por 6=4f"' se tendrá: 



M' F OF ~ a a I NP 



MP. _ OQ _j_ MP= M ' F * MF 



M' F O Q' 



Si suponemos que el punto M se desplaza sobre una figura 
infinitamente pequeña trazada alrededor del punto O, se ob- 
tendrá el lugar descrito por el punto N, haciendo girar 
dicha figura un cierto ángulo alrededor de OP 9 y después 
proyectándola ortogonalmente sobre el plano tangente en O; 
por otra parte, se tiene: 

OM'_OF__ 
OÑ " OP ~ a; 
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de suerte que el lugar de los puntos M r es homotético del de 
los puntos N; el centro de homotecia es O y la relación ho- 
motética tiene por valor a; por lo tanto, la representación de 
la figura infinitamente pequeña descrita por el punto M es 
una proyección ortogonal de esta figura, hecha en una escala 
conveniente. 

En vez de proyectar ortogonalmente la circunferencia lugar 
de los puntos M (Fig. p"), lo que daría la elipse lugar de los 
puntos Ampara agrandarla luego en la relación de a á la unidad, 
lo cual produciría la elipse de los puntos M f ó elipse indica- 
triz, se pueden efectuar las operaciones en un orden inverso. 

Se obtendrá el punto M' de la elipse indicatriz, que co- 
rresponde á un punto dado M del círculo, prolongando este 
radio hasta su encuentro en R con la circunferencia descrita 
con un diámetro igual al eje mayor de la elipse, bajando la 
perpendicular R S al eje O A, y tomando, á partir de S, una 
distancia S M' que esté con la R S en la relación -£-; fácil es 
darse cuenta de que el punto M f así hallado será el que bus- 
cábamos. 

Un mapa geográfico cualquiera puede considerarse for- 
mado por la yuxtaposición de las proyecciones ortogonales de 
todos los elementos superficiales del país que representa, pero 
haciendo variar la escala de reducción y la posición del elemento 
con relación al plano del mapa. 

§ 22. Las tangentes perpendiculares entre sí cuyo ángulo 
no se altera en la proyección se llaman tangentes principa- 
les] supongamos que se superponen el plano del mapa y el 
tangente al globo en el punto O, de modo que las tangentes 
principales coincidan con sus homologas y que las líneas O A 
y OB las representen (Fig. 10) después de la coincidencia. 

Sea M un punto cualquiera del globo infinitamente próxi- 
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es- 
trío al punto O y comprendido dentro del ángulo de las dos 
tangentes principales; sea M' el homólogo del M sobre el 
mapa; llamemos cp al ángulo MOA y <p' al M' OA] trace- 
mos las coordenadas MP y MQ, M f P f y M' Q' ; el 
rectángulo OP' M f Q' será, sobre el mapa, la proyección 
del OPMQ trazado sobre la tierra. 

Designando por a la anamorfosis lineal, ó sea la relación 
según la cual las distancias se alteran cerca del punto O en 
la dirección O A, y por b la correspondiente en el sentido OB, 
y admitiendo nada más que para la mayor claridad que a>6, 
se tiene: 



OP 

a OP'=aXOP. 



OP 

0$ M'P 



• b M'P' = bXMP. 



OQ MP 

De los triángulos rectángulos MOP y M' OP' se deduce: 

MP 

° ? OP 

4 ; M'P' bXMP b ^ MP b , , ' 

tg9=-ópr- = ^^op- = -^X^p=— tg ? (33); 

consecuencia importantísima y que nos servirá para calcular 
siempre las anamorfosis angulares en función de las corres- 
pondientes á las distancias, en el sentido de las tangentes 
principales; también demuestra la misma fórmula- que la re- 
presentación disminuye todos los ángulos agudos que tengan 
un lado que coincida con la tangente principal O A, puesto 
que -^- es menor que la unidad por hipótesis. 

Sean (Fig. n) M y M f un punto del globo y su homó- 
logo sobre el mapa y 'f y cp' los ángulos MOA y M f OA; 
tomemos sobre el globo otro punto M i9 cuya dirección OM t 
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haga con el eje OB un ángulo M x OB~ü\ el ángulo 
M % O A = <p 4 = 90 — <p'; sea M[ el punto del mapa correspon- 
diente al M x y llamemos <pj' al ángulo M[OA\ según el pá- 
rrafo anterior : 

h 

tg?i=— tgcpií 

y como <p t = 90 — <p' , por hipótesis : 

tg? ^l Xcot ^ = l x ^ = A x ^ =cot?=cot?; 

y por lo tanto, el ángulo <p\ es complementario también de cp 
ó cp'j = 90 — 9. Restando esta ecuación de la condicional 
cp 1 = 90 — <p', se tiene: 

<Pi — <p'i = <p — ?' y <pi — <p = <p'i — <p', 

cuyas expresiones nos demuestran que para las direcciones 
especiales <9jI/ y 6>J^ corresponden anamorfosis angulares 
iguales y del mismo signo, y por lo tanto el ángulo Mfi M= 
(cp x — cp) del globo estará representado en el mapa en su ver- 
dadera magnitud por el M\ O M' = <p\ — <p'. Otro tanto 
podría decirse de cualesquiera otras direcciones que eligié- 
semos de un modo idéntico; asi es que se puede afirmar en ge- 
neral que á una dirección dada se le puede combinar otra tal 
que el ángulo de las dos se conserve en la proyección. 

§ 23. Para determinar la máxima anamorfosis angu- 
lar, prolonguemos la línea RS (Fig. p*J en una magnitud 
SJR t = RS y unamos el punto O con el R x \ en el triángulo 
ORM' se tiene: 

sen ROM' sen ORM' 



RM' ~~ OM' 
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y del triángulo OM'R t se deduce: 

sen M' OBt __ sen OR^M' _ sen ORM' . 
Af'5, "~ Olí' ~~ OM' 5 

comparando las dos, resulta: 

sen B OM' sen M'OR, pnv , ■B3f r ,,, ni? 

EAT a If'fr ' — «enJQJf ^-^senM ' OE,, 

y como |£=-f , será: 

sen (cp — <p' )= |^- sen (<p + <p'). 

Creciendo el ángulo cp de o á 90 o , su anamorfosis (cp — <p') 
crecerá desde cero hasta un cierto valor para disminuir luego 
hasta cero: el máximum se producirá cuando el seno de(cp-t-cp') 
tome el mayor valor posible (puesto que ~^j es constante), y 
el mayor valor de un seno es el radio y corresponde á un 
ángulo de 90 o ; de manera que la mayor anamorfosis angular <o 
corresponderá al caso de que <p -t- cp' = 90 o ; de donde 



senu) = r—r- (M). 

a + o 



Siendo en este caso 



«p -f- ©' =j= 90 o ó ©' = 90 — <pytg<p'= — cotcp' = - 



a * a tg<p 

será: 

tg<p'=l/I y tgcp = -^ = -4 == = l/ r |, 

VZ-VT 

tu = 9 — ©' tg tu = tg (<p — <P ) = -V" — = ^=~ 

r 6a 

V«~ VT VZ_V^ a-6 

_ VT VT _, Va&" Va6" __ Vay ^ ct-6 , N 

2 2 2 2|^S" 
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Esta máxima anamorfosis angular u>, cuyo seno y tangente 
acabamos de deducir, se refiere y es sólo aplicable á ángulos 
de los que uno de sus lados coincida con el eje O A; y para 
determinar un valor general de la anamorfosis angular es pre- 
ciso considerar ángulos cualesquiera cuyos lados no coincidan 
con dicho eje O A. 

Sea el ángulo MON (Fig. 12): como tiene sus dos lados 
comprendidos dentro del ángulo recto BOA, la anamor- 
fosis que le correspondería sería igual á la diferencia de las 
anamorfosis de los ángulos MOA y NO A: si consideramos 
el caso de la figura 1 3 , la anamorfosis del ángulo MON será 
igual á la suma de las correspondientes á los ángulos MOA 
y NOA; de donde se deduce que la anamorfosis angular 
máxima que alrededor de un punto puede producirse es igual 
á 2o>, porque para el caso más desfavorable se tendrá siempre 

MON- M' ON'^ÍAOM—AOM'J + ÍAON— AON'); 

y como á cada uno de estos sumandos el mayor valor que 
puede cof responderle es o>, lo cual se verifica cuando los 
ángulos MOA y NOA son iguales, resulta que la mayor ana- 
morfosis angular será siempre igual á 2 u> ; y que ésta no puede 
corresponder jamás á un ángulo MON recto, porque en este 
caso sería: 

M0A=N0A=:4S o , Y como M0A + M'0A= 90 o . . . . M' 0¿=9o°— 45 o =45°, 

y por lo tanto, la anamorfosis máxima to sería cero, lo cual es 
un absurdo. 

§ 24. Conocida la máxima anamorfosis angular 2 u> en 
función de las a y b lineales que tienen lugar sobre las tangen- 
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tes principales, pasemos á determinar la ley según la cual se 
alteran las longitudes ó distancias. 

Sea OM (Fig. 14.) una distancia cualquiera muy pequeña 
sobre el globo y OM' su representación sobre el mapa : lla- 
memos como antes: 

y sea n =^ : de los triángulos rectángulos MOP y M' OP' 
se deduce: 

OP=0Jfcot<P, P^OJTcos^ycomoO P* = aXOP, resulto JT eos <P' =*aXOM cos<p 
JfP=0Jfsen?, JT i* ^ OJT sen<f; y como JTP'-6X^i > » resulto O W sen?' «&XOiOen?; 

de esas expresiones se deduce : 

OJf' , OM' , , 

-^-jj- eos 9' = a eos© y -^-g^ sen cp == 6 sen cp , 

Ó 

(35) » eos cp' = a eos (p : (36) n sen 9' = b sen 9 : 

elevándolas al cuadrado y sumando miembro á miembro, 
se tiene : 

n 2 (sen 2 cp' + eos* cp') = a 2 eos* cp + & a sen2 ¥ ° n 2 = a 2 eos* cp -{- 6 a sen a <p (37 ). 

Para hallar el máximo y mínimo valor que corresponde 
á », no hay más que hallar su derivada con relación á la varia- 
ble cp é igualarla á cero: 

-7^- = — 2 «* eos cp sen cp -f- 2 6 a sen cp eos o = o ; 
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esta expresión sólo es nula para 

<j>= o y tp = 90 o ; 

sustituyendo estos valores en el de n> resulta : 

Para cp = o » 2 = a 2 y n = a, 

Para cp = 90 o rí = 6 2 y n = b; 

y como hemos supuesto que a > ó, se saca en consecuencia 
que los valores máximo y mínimo de la deformación que 
puede sufrir una distancia cualquiera corresponden á las tan- 
gentes principales, y son respectivamente ayo. 

§ 25. De aquí se deduce que para todos los ángulos no 
modificados por la proyección, el producto de las anamorfo- 
sis lineales de sus lados es el mismo : en efecto , sean O A 
y O B (Fig. 12) las dos tangentes principales ; sea M O N 
un ángulo cuya proyección M' O N* sea igual á él ; sean n y rí 
las anamorfosis de las longitudes según O My O N; sean cp y cp' 
los ángulos MOA y M' OA;^ y cp/ los NO A y N' O A, 
y será : 

n eos cp' = a eos cp y rí sen cp' t = b sen <p 1 . 

Si la alteración del ángulo es nula ( § 22), se tendrá: 

<p'i = 9o-? y ?! = 9o-<p'; 
de donde: 

sen cp' j = eos <p ; sen cp x = eos cp' ; 

y por lo tanto , 

y; eos cp' == a eos cp 
r¡' eos cp =6 eos cp x ; 

multiplicando miembro á miembro, resulta : 

nrí = ab , 
que es lo que queríamos demostrar. 
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§26. Estas dos cantidades ayo, en función de las cuales 
hemos deducido ya la máxima anamorfosis angular, son á su 
vez fáciles de calcular y de conocer cuando se han determinado 
h priori las anamorfosis lineales en sentido del meridiano 
y del paralelo terrestres y la angular de estas dos líneas. 

En efecto : sean O Hy O K (Fig. 15J dos arcos infinita- 
mente pequeños del meridiano y del paralelo que pasan por el 
punto O del globo y OH' y O K' sus representaciones sobre 
el mapa: llamemos cp al ángulo A O //.... y'=AOH'\ 
sean k y h las anamorfosis lineales y la angular, se tendrá : 

~o ir = *; J T n r = *.:-n>oK' = 9 o + f>; 

siendo 6 positivo ó negativo, lo cual se deducirá por el cálculo. 
Hechas estas anotaciones, se tendrá : 

K O C= i&o — 90 — cp = 90* — cp 
K'OC=i%o — 90° — 8— -cp' =90° — 8 — <p\ 

Las distancias OH 1 OK' y sus correlativas sobre el 
globo OH y O K y así como sus relaciones k y k se hallan 
en el mismo caso que las O M' y O M y su relación n del 
párrafo 24; aplicando las ecuaciones (35), (36) y (37), re- 
sultan : 

(38) h eos cp' = a eos cp ; (39) h sen cp' = b sen cp ; (40) h* = a 2 eos* cp + 6* sen 2 cp 
Je eos (90 — O — cp') = a eos (90 — cp); A; sen (90 ~ 8 — cp') = b sen (90 — cp); 
A? = a 2 eos 2 (90 — cp) -f- 6 a sen 2 (90 — cp), 
Ó 

(41) fcsen(cp'+8) = asencp; (42) fccos(cp'4-0)=&cos<p; (43) ^ 2 =a 2 sen 2 cp-j-6 2 cos 2 cp; 

de modo que tenemos seis expresiones que enlazan las siete 
cantidades cp, cp', O, a,b,hy k. Para eliminar cp y <p', multipli- 
quemos miembro á miembro las (38) y (42) y las (39) y (41). 
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El producto de las primeras es: 

Acos<p' X 7cos(<p' + 0) - acos<pX&cot<p = a b eos 2 <p; 

y como 

eos (<p* + 6) = eos <p' coi - »«n <p' sen 6, 

se tiene : 

a b cos a 9 ■» h k eos 8 <p' eos - h k eos <p' sen <P' sen 0. 

El producto de las (39) y (41) es: 

A sen <p> * sen (<p' + 6) = & sen <p a sen <p = a & sen* <p; 

y como 

sen(<p' + 0)=sen<p'co»0 + sen0eos<p', 

se deduce : 

a&sen* <p = Afc sen» ?' eos 0+ AJfe sen sen <p' eos cp'; 

sumando estos dos productos, resulta: 

a b (eos* 9 + sen* cp) = h k eos (sen* cp' + eos* cp') ó ab=h k eos (44). 

Sumando miembro á miembro las ecuaciones (40) y (43), 
resulta : 

h % + A*=a 2 (sen 2 9 + eos* cp) + 6 a (sen 2 <p + eos* cp) ó A 1 + A* = a* + 6 2 (45). 

Por último, si en la ecuación (44) se pone en vez de 

eos = eos 1 — — sen 2 — , 

s a 7 

se tiene: 

ab = hk eos 2 — — h k sen 2 — 0; 

2 2 

multiplicando por 2, 

2a&=2AA:cos 2 -í-0— 2fc*sen 2 -^-0 (46). 

La ecuación (45) se puede poner bajo la forma siguiente : 

(* a 4-#)(sen 2 |0 + cos 2 ^O)=(tf+^ 
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sumando y restando sucesivamente las ecuaciones (46) y (47), 
resulta: 

a t + V-2ab = (h*-V + 2hk)stn 2 ±Q + (h 2 + k'-2hk)cos*±Q; 
ó sean : 

(N) (a + V— (A- ife)P sen» y • + (*+*)■ co^j-e 

(O) (a + &?= (h + *)*sen s | 8 + (h - hf coflñ. 

De estas dos últimas ecuaciones pueden, pues, según 
dijimos antes, deducirse los valores de a y ó, luego que sean 
conocidos los de h, k y 8, ó sean las anamorfosis lineales y 
angular de los arcos de meridiano y paralelo terrestres y del 
ángulo que forman. 

§ 27. Estas tres cantidades h, k y 6 pueden siempre 
determinarse, pues suponiendo que la superficie del globo es 
de revolución alrededor de la línea de los polos, y designando 
por m la longitud geográfica de un punto cualquiera, por L 
la latitud, por s un arco de meridiano contado á partir de este 
punto, por R el radio del paralelo correspondiente, y llamando 
x é y á las coordenadas, del punto homólogo sobre el mapa 
referidas á sus ejes rectangulares, es claro que han de ser funcio- 
nes de m y de Z, cualquiera que sea el sistema de proyección 
que se adopte; y conocido éste, se sabrá la forma de las funcio- 
nes x =/ (L . m), y =/ t (L. m), ó de sus análogas x =/ (s. m), 
y =/j (s.m); y por medio de ésta se podrán determinar 
h, k y 8. 

En efecto: designando como se acostumbra por (^-), (^), 
(4f) (^) l as derivadas parciales de x y de y con relación á 
las variables independientes s y m, se sabe por el capítulo 



Digitized by 



Google 



— 57 - 

anterior que la longitud de un elemento de arco de meridiano, 
referido sobre el mapa ó los ejes rectangulares, es: 



y el correspondiente á un paralelo es, análogamente : 



Las longitudes sobre el globo de estos arcos infinitamente 
pequeños son respectivamente ais y Rdm, y como h y k son 
las relaciones entre las magnitudes que para los meridianos 
y paralelos resultan en el mapa y sus homólogos sobre el globo, 
se tendrá : 



1/ (dx\* /dy\* 

( v) h = "H,j+u) _ [ ( £ } . + it) j 



(W) k = d - 



1 V \dm) + ((¿m) _i_ V(dx\* (dy\*~Ú 

Rdm M \_}dm) + \dm) J • 



Para calcular el ángulo 6 nos basta observar que los co- 
senos de los ángulos que la tangente al meridiano del mapa 
forma con los ejes de las x ky son: 



dx 
ds 



coseno del ángulo de la tangente al meridiano 



[&?+&)J - e. eje de .as,, y 



dy 

Id. id. id. con el eje de las y. 



[(■£)'+(*)'] 



\ 

8 
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Del mismo modo la tangente al paralelo forma con los 
mismos ejes ángulos cuyos cosenos son: 

dx 

- s coseno del ángulo que la tangente al paralelo 



[(^) 2 + ©']* forma con el e J e de las x ' 

dy 

«» Id. id. id. con el eje de las y. 



\\dm) + Wm/J 

Ahora bien: conociendo los ángulos que las transformadas 
del meridiano y paralelo forman con los ejes coordenados, es 
muy sencillo calcular el ángulo que forman entre sí: sea c 
(Fig. 16) el ángulo que se busca, conocidos que sean 

a, a\ b y b' ; c = 6 — b' ; eos c = eos (b — b') = eos b eos 6' -f sen b sen 6'= 
= eos b eos b* -f- eos a eos a' = eos c: 

por lo tanto, el ángulo que forman en el mapa el meridiano y 
paralelo, ángulo que hemos designado por (90 -h 8), tiene un 
coseno cuyo valor es 

dx dx 



m'+my mnm 



dy dy 

, da d m 

~T~~T/dx\*. /dy\ 2 ll X 



O 

eos (90 o -f- 6) = -— sen G = 



( dx \ ( dx \ / dy \ / dy\ 
\ da ) \ dm)^\ da ) \dm) 



K-íry+^Tx [(■£) + (*■)? ' 



y teniendo en cuenta los valores antes deducidos para h y k 
que figuran en las ecuaciones (V) (W), resulta: 



<*> -« «-mK*) (-£)+(-£-)(*)]• 
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Queda demostrado que cuando las funciones x=/(s.m) 
y =/ x (s.m) sean conocidas, se pueden determinar las deriva- 
das parciales de x y de y con relación á las variables indepen- 
dientes s y m, sustituir sus valores en las ecuaciones (V) 
y (W) para conocer h y k\ con estos valores se podrá calcu- 
lar 6 por la fórmula (Z);. sustituyendo los valores de h, k 
y 6 en las expresiones (N) y (O), se obtendrán los valores 
de a y ó, ó sean valores extremos de la relación según la cual 
se alteran las distancias alrededor del punto que se corisidera; 
y por fin, por la expresión Mse conocerá el valor de la máxi- 
ma anamorfosis angular que alrededor de este punto puede 
tener lugar. En una palabra, conocidas que sean las funciones 
de x c y, ó sea, definido el sistema de proyección, el problema 
es determinado, puesto que para las seis incógnitas h, /e, 8, a, ó 
y o> existen las seis ecuaciones que hemos designado con las 
letras (M), (N), (O), (V), (W) y (Z). 

§ 28. La relación que existe entre un elemento super- 
ficial del mapa y el correspondiente del globo estará repre- 
sentada por la que existe entre el rectángulo OP* M' Q' y 
el OPMQ (Fig. 8. a ) ; el área del primero es a X b y el del 
segundo la unidad; por lo tanto, la alteración ó anamorfosis 
superficial en cada punto será axó. 
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CAPÍTULO IV 



INVESTIGACIÓN DEL SISTEMA QUE PRODUCE LA MÍNIMA 

DEFORMACIÓN. — CONDICIONES RELATIVAS Á LAS ANAMORFOSIS 

ANGULARES Y LINEALES. 



§ 29. Siendo imposible dar de la superficie del esfe- 
roide una representación plana en la cual las configuraciones, 
las distancias de un punto á otro y la extensión relativa de las 
regiones se conserven inalterables, los geógrafos se han visto 
obligados á modificar en un mapa ciertas relaciones de mag- 
nitudes más que otras, según el objeto que se proponen aten- 
der: si se trata de un mapa catastral, conviene conservar la 
equivalencia de superficies ; si de un mapa militar ó náutico, 
la de distancias y las direcciones. 

También suelen imponerse las condiciones de que los me- 
ridianos y paralelos sean líneas rectas ó curvas de naturaleza 
dada ó que se corten bajo un ángulo conveniente ; pero sea 
cualquiera la condición que se imponga, sea cualquiera la 
cuadrícula que se adopte, el mapa que se trace, comparado 
con la parte de superficie terrestre que representa, no estará 
exento, como hemos visto en el capítulo II, párrafo 17, de 
uno al menos de estos dos errores: modificación de la super- 
ficie ó deformación de ángulos, y siempre resultará en él alte- 
ración de los elementos lineales. 
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Tissot, convencido por lo que antecede de la imposibili- 
dad de anular totalmente los dos errores angular y superficial, 
y de que si se anula uno de éstos será en perjuicio del otro, 
se separa del camino emprendido por otros autores, y estudia 
de una manera general y científica el problema de hallar un 
sistema de proyección que, para un país determinado, reduzca 
á un mínimo todas las deformaciones; y por lo tanto, no escoge 
de antemano un sistema, modificándolo convenientemente 
para lograr su objeto, sino que, procediendo en un orden 
inverso, parte de las fórmulas que enlazan los elementos de 
las superficies objetiva y subjetiva, é introduce las condiciones 
que se requieren para que las deformaciones sean las menores 
posibles, á fin de deducir después el sistema que producirá la 
mínima deformación entre todos los que se puedan imaginar. 

Según hemos visto al terminar el capítulo anterior, la 
resolución del problema de hallar el mejor sistema de pro- 
yección que para construir un mapa cualquiera puede adop- 
tarse, exige la previa fijación de la forma más ventajosa que 
debe darse alas funciones #= tofs.m); y= tp/s.mj, que enlazan 
con las coordenadas geográficas de un punto de la tierra, las 
rectangulares de su correspondiente sobre el mapa, y de esto 
es de lo que Tissot, de un modo abreviado en demasía, se 
ocupa en el capítulo II de su Mémoire sur ¿a représentation 
des surfaces. 

Para deducir nosotros las mismas conclusiones que el 
autor formula, seguiremos la marcha y método de cálculo 
que creemos más claro y expedito, y procuraremos dar á esta 
parte el desarrollo conveniente á fin de facilitar su inteligencia, 
por ser una de las más importantes de la Teoría de Tissot, y 
que sin embargo no la explica, ni indica la marcha que debe 
seguirse para obtener las fórmulas que cita al final del expre- 
sado capítulo. 
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Considerando la superficie de la Tierra como de revolu- 
ción alrededor del eje de los Polos, tomemos un meridiano 
central ó meridiano medio, desde el cual se contarán las lon- 
gitudes geográficas, y un paralelo central ó 'paralelo medio, 
cuyas posiciones más ventajosas se determinarán después, y 
cuya intersección nos dará, sobre el globo, el punto central 
alrededor del cual vamos á determinar las deformaciones que 
pueden experimentar los ángulos y distancias. 

Sobre el mapa consideraremos, como origen .de coorde- 
nadas, el punto homólogo con el central; el eje de las orde- 
nadas será la tangente á la curva que represente la transfor- 
mada del paralelo medio, y el eje de las abscisas x será 
perpendicular á éste; se considerarán como positivas todas 
las coordenadas contadas en las direcciones Ny E. 

Para todos los cálculos de este capítulo adoptaremos las 
anotaciones siguientes : 

L latitud. ) 

\ Coordenadas geográficas de un punto cualquiera del globo . 
m longitud. ) 

X. . . . i . . abscisa. 

y ordenada. 

R radio del paralelo correspondiente á la latitud L. 

p radio de curvatura del meridiano á la misma latitud L. 

N normal al meridiano en el paralelo de latitud L. 

L latitud del paralelo medio 6 inicial. 

M radio de este mismo paralelo L . 

p radio de curvatura del meridiano á la misma latitud L . 

N normal al meridiano en el paralelo medio L . 

I i . diferencia entre las latitudes L y L : puede ser positiva ó negativa. 

8 longitud del arco de meridiano comprendido entre los paralelos L y Z, 

y cuyo signo será siempre el de l, 
l y m. . . . representarán siempre valores angulares. 
t diferencia de longitudes geográficas en arco de paralelo, y por lo tanto 

Rm=t. 
e 2 cuadrado de la excentricidad. 



> ídem rectangulares del punto homologo sobre el mapa, 
a. ) 
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§ 3 o - Cualesquiera que sean las formas que más con- 
vengan á los desarrollos de las funciones x = <p (s.m), é 
y = ® 1 fs.mj, se comprende fácilmente que, una vez aquéllas 
determinadas, podrán desarrollarse, según las potencias de s 
y de m , los valores de las anamorfosis lineales k, /i, a y b y 
las angulares 6 y o>: supongamos esos desarrollos establecidos, 
y entonces tendremos que los valores de aquellas cantidades 
serán de un orden ó grado de magnitud marcado por el orden 
ó grado de las variables s ó m, consideradas como cantidades 
tipos, del término de cada desarrollo en que este grado sea 
menor. 

Ahora bien: según en un principio dedujimos, el valor de 
la anamorfosis angular ü> está dado en función de las lineales 
a y b por la expresión (cap. III, párrafo 23, fórmula 34) : 

a — b 
2 V ab 

Los valores de a y de b difieren, por hipótesis, muy poco 
de la unidad; su producto a b y su raíz cuadrada V^b diferi- 
rán también muy poco de la unidad: en cambio, su diferen- 
cia a — b debe ser muy pequeña, y como el arco ü> es siempre 
del mismo orden de magnitud que su tangente, porque 

arco ü> = tg (o — tg 3 (o -\- , resulta que el orden de 

magnitud del ángulo (o será á su vez el de a — b; y como 
también dedujimos (cap. II, párrafo 26, fórmula (O), que 

(a — 6) 2 =(A - Kf eos 2 -^ 6 -f- ( h + K 2 sen) 2 -|- 0, 

en cuya expresión las cantidades]^ y k son, por la misma 
razón que a y b, muy poco diferentes de la unidad, en tanto 
que 8 es muy pequeño, resulta que las cantidades h — k 
y sen -^- 6 son muy pequeñas, y en cambio, h + ky eos 2 ~ 8 
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son cantidades finitas; de donde se deduce que el orden de 
magnitud de a— 6, y por consiguiente el de a>, será el de h — k 
ó el de 8, porque 



arco 8 = sen 8 -| sen 8 8 + 



a. 3 



según que el grado de magnitud de aquella relación sea menos 
ó más elevado que el de esta anamorfosis angular: luego si 
nos propusiéramos que el ángulo u> no excediese de cierto 
límite ú orden de magnitud, sería indispensable que ni 
ni h — k fuesen de un orden inferior al designado para a>. 

§31. En la imposibilidad absoluta de anular por com- 
pleto todas las deformaciones que han de producirse, cual- 
quiera- que sea el sistema de proyección que se adopte, Tissot 
impone la condición de que las que corresponden al sistema 
que busca sean las menores posibles, y al efecto dispone los 
desarrollos de las funciones x = <p (s. m) é y = <p i (s. m) en forma 
adecuada al objeto, y elige para los coeficientes de s y de m, 
en estos desarrollos, valores tales, que la mayor anamorfosis 
angular es por su pequenez despreciable é imposible de tener 
en cuenta al trasladar sus valores sobre el mapa , siempre que 
éste no tenga excesiva extensión. 

El reducir al mínimum posible los valores de h y de k sólo 
podrá conseguirse si se dispone convenientemete de los valo- 
res de los coeficientes de s y de m en los desarrollos de x y 
de y, para hacer que sus términos finitos sean iguales á la 
unidad y nulos los de primer grado en s y m\ es decir, que, 
como después lo deduciremos por el análisis, las diferencias 
con la unidad de las cantidades h y k no pueden ser de un 
grado inferior al segundo, si bien quedarán indeterminados 
dos coeficientes , de los cuales se puede disponer libremente 
para conseguir que el máximo valor que esta diferencia puede 

9 
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alcanzar en toda la extensión de la parte del globo que se 
trata de representar sea el menor posible. 

En resumen: las funciones x =*<p fs .m) é y = <p x (s .m) 
que nos proponemos determinar han de ser tales, que los 
valores que de ellas deduzcamos para las anamorfosis lineales 
y angulares sean de la forma : 

h = i + a* \ 

k = i + a 2 > siendo a muy pequeña de primer orden. 
6 =« 8 ) 

§ 32. Para mayor precisión y claridad en los racioci- 
nios y para facilitar la inteligencia del sistema analítico que 
debe seguirse á fin de obtener el resultado que se busca, 
desarrollaremos ordenadamente los cálculos é iremos haciendo 
aplicación de todas las condiciones y principios que se derivan 
de la ley de representación. 

Los valores de x y de y en función de s y de m 9 los podre- 
mos desarrollar y ordenar según las potencias sucesivas y cre- 
cientes de estas variables, cuyos coeficientes indeterminados 
los podremos representar por letras, á fin de abreviar todas 
las anotaciones ; y como para determinar los valores de las 
anamorfosis es preciso buscar las derivadas parciales de x y de y 
con relación á s y á m, principiaremos por representar los 
desarrollos de las funciones de x y de y, y los de sus deriva- 
das parciales, en la siguiente forma, no pasando por ahora de 
los términos del segundo orden para facilidad de los cálculos: 

x = a -}- b s -f íís 8 + cantidades de tercer orden. 

-f- c m -f- csm 
+ fnf, 
y = a' + &' 8 + u' s 2 + cantidades de tercer orden. 

+ c'm-f- e' sm 
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— : = + 2W8+Cm + 

d 8 

dx i^i 

4^- = 6'H-2m'8 + c' *» + ■ 



La coincidencia que hemos supuesto del punto central 
sobre el globo y de su homólogo sobre el mapa, tomado como 
origen de coordenadas, nos da la condición de que para s = o 
y m = o se tenga x = o é y = o, y para esto es preciso que 



a = o 
a' = o. 



Por ser perpendicular en el origen el eje de las y y tangente 
al paralelo, al de las x, el coseno de su ángulo es cero, el cual 
tiene por expresión (capítulo III, párrafo 27): 



dx 
dm 



L\dm) + \dm) J 



1 » 

3 



y para que ésta se anule, es preciso que 

dx 



dm 



lo cual nos indica que en el desarrollo de x no puede entrar 
el término de primer grado en m, porque de lo contrario la 
derivada parcial de x con relación á m no podría ser nula 
cuando se supongan s = o y m = o, pues quedaría 



dx 

de donde se deduce 



dm 



c = o. 
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Como el eje de las y es la tangente á la transformada del 
paralelo medio y el de las x perpendicular á aquél, desde 
luego se comprende que, limitando los desarrollos de x y de y 
á los términos de primer grado, el valor de x es el desarrollo 
del arco de meridiano s y el de y igual al del paralelo : para 
satisfacer estas condiciones, se necesita que sea : 

c = o, 
como antes dedujimos, y además teniendo presente que /= R m: 

b ==i 
b' — o 
c' = R. 

Con todas estas condiciones los valores de x y de y, y de 
sus derivadas, serán los siguientes : 

as = s + t* 8 a + t -3— =1 4- 2««-f em+ 

1 as 
+ esm < 

+ /m ' (l£ = ea + * fm + 

y = Rrn+ «7+ ( -^- = m-^- + 2t*' a + e's+ 

. , la* as 

-f- c s w < , 

De las ecuaciones V y W del capítulo IIT, párrafo 27, ha- 
ciendo k f = k R, y no pasando de los términos de primer 
grado, se deduce: 

JP =(4r) ,+ (-3fH + -+- + )í+ ("" +2M ' 8+£ ' 8+ í- 

= 1 +4Uí + 2emH- términos de segundo orden y 

v, = (S) ,+ (^) ,=(e8+2/m + r+c*+*+./'«+ )'= 



= B 2 + 2JSe'« + 4 .R/' m + términos de segundo orden ; 



Digitized by 



Google 



-6 9 - 

debiendo advertir que si bien R es función de s, no tomare- 
mos más que el primer término de su desarrollo, que es inde- 
pendiente de dicha variable, lo cual baáta para nuestro objeto, 
pues todos los demás términos serían de segundo grado en s 
ó superiores. 

Como h debe ser casi igual á i y k' muy próximo á R, 
siendo por hipótesis las diferencias de segundo orden (párra- 
fo 31), se tienen que anular los términos de primer grado 
en s y en m; de donde: 

w = o 
e =0 
e'=o 

§ 33- Con estas condiciones los valores de x y de y son: 



x= 8 -{-fm 2 + 



y sus derivadas son, por lo tanto : 

dx dy dR , . 

ds d s ds 

dx /. dy t> . 

dm J dm 



sustituyendo estos valores en la ecuación Z (capítulo 111, pá- 
rrafo 2 7), se tiene : 

-j B **«6-4 !L X^ + -í S -X^-=(i + )(»/« + ) + 

ds ' dm ds dm 

4- (m-j \-2u' 8+ )(-B+- ) = 2fm + B-r-m+2Ru'8— 



El valor de R, desarrollado en serie, es (capítulo II, pá- 
rrafo 9. ): 

R = R — sen L 8 + cantidades de segundo orden; 
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de donde 

dR T , 

77 = — sen L. +- 

(18 



sustituyendo este valor en la expresión anterior, resulta: 

— RhksenQ~2fm — mstnL (R Q — sen L 8 + )-\~2u' 8(R Q — sen L 8+ )= 

= m (2 f — R 9 sen L ) -(- 2 w { Jí 8 + cantidades de segundo orden. 

Como por hipótesis (párrafo 31) hemos supuesto que 8 sea 
de tercer grado, se tendrá Rh k sen = a ; y para que se verifi- 
que es preciso anular los términos de primer grado, y hacer, 
por lo tanto : 

2f — R 9 sen L = o 



de donde se deduce 



- R sen L 

w' = o, 



y los valores de x é y son : 

x = 8 -\ — — - m 2 -}- términos de tercer orden, 

2 

y = R m + términos de tercer orden. 

§ 34. Si en estas expresiones de x y de y ponemos de 
manifiesto sus términos de tercer orden con coeficientes inde- 
terminados, tendremos: 

x = 8 -\- ^- R senL m* -{- g 8* -+~ (x 4 
+ ns*m 
+ p8m* 
+ gm 8 
y=Rm + g't + # 4 

-+-n'8*m 
-t-p'sm* 
4-ff'w 3 ; 
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sus derivadas parciales son, por lo tanto: 

dx 



— i + 3g¿-\-2n8m+pm 1 +G 1t 



ds 

dx 

-j — = R sen L 9 m+n& -f- 2psm + 3 qm>* + C? 8 

-JL=:m— L_3^V-h 2 n'8tn-{-p'm*-{-G n = —rosen L-\-3g'&+2 n'sm-\-p' ro 2 -f- G t 

^=B+w'* a +2/smH-33'm a +G 8 ; 

poniendo estos valores en las expresiones de h y k ' (párra- 
fo 32) y de R h k sen 6 (párrafo 33), resulta: 

* = [(^Í + {diÍj =[(I + 39* + *nsm+pm*+Gf-h 
+ ( — rosen L + sg's 2 + irism +p'm* + G 8 ) 8 ]i = 
=[iH-60S 2 +4nsroH-2 J pw 2 +ro 2 sen 2 .L o 4 cantidades de tercer orden y superiores] í= 
= l H~ 3 ^s 2 4- 2 wsro -f-l>ro 2 H — — ro 2 sen* X -f- (? 8 . 



-[(£)* 



+ (^ro~) =[(- B oSenI> m-r-W8 2 -f-2ií8m-h3 9 m 2 -f G 8 ) 2 -f- 

+ (R + nV + 2/sro -h 3 g'™* + G 8 ) 2 ]4 = 
= [R* sen 2 £ c m 2 + & + 2 EnV + 4 Bp'sm 4-6 JZg'ro 2 + G 8 ]i = 

= E + nV+2y8m-hm 2 ( 3 í'+-^-sen 2 i: VG 8 ; 

y por lo tanto, 

(22 senLoW + ws 2 +2^«m+3gm 2 + (? 8 )4-(— wsen -£+30'^+* w r 8ro4.p'ro 2 4 # 8 )X 
(R + n'f + 2i>'8m + 3 g'm 2 -r- £,). 
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Haciendo las operaciones y no tomando los términos de 
un orden superior al segundo, resulta: 

— Rhk sen 8 = i2osen L m -f na* + 2 psm-|-3 gm —5 sen Im + 3 ity's-f 

ó sea: 

+ (■%■ + 3 *)*+*■ 

Desarrollando el término R sen L , según la fórmula de 
Maclaurin , en serie ordenada por las potencias de s> de cuya 
variable dependen R y Z , pues 

E = .B — sen L Q 8 — ^- - s 2 -f- ... y d8=pdL, 

se tiene: 

i> r i> r . ^BsenX; , _ T , / r dR , ^ _ <¿L \ 

i¿senjL=ic .sc'uX^ -f-8 + . . . = J£ sen L % -f- 8 sen L -=- 4-l¿cosZ -=- 1= 

d8 \ ds (IhJ 

= R sen Z -f s í — sen 2 X + R eos Z X — I i 

pero como (capítulo II, párrafo 8.°): 

_> a eos L 0(1 — e 2 ) 
i2 = y p = i i__ • 

(1 - e 2 sen 2 L)\ (i — e 2 sen 2 X) § 

sustituyendo estos valores en la expresión anterior, resulta: 

t> r r» t , í 2t 1 a eos i w x (l— e 2 sen 2 Z)S\ 
EsenL=22 seni -i-8| — sen 2 Z -\ -XcosZ- — 1= 

= R sen Z + 8 I — sen 2 X -f- eos 2 X 2 j = 

_ T , — sen 2 X4-sen 2 Xe 2 + cos 2 i — e 2 cos 2 Zsen 2 jL _» T , 

= 2¿ senZ H 5 s = 2¿ sen .L + 

I — C 

eos 2X+C 2 sen 2 Z (i — eos 2 Z) _ _. , eos 2 Z -j- e 2 sen 4 Z 
1 -8 = R sen Z c -| -¿ s; 



l ^e t ° — -o — — -r f _¿ 
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y por tanto, 



t% -r -r* t eos 2 L -\- e 2 sen 4 L 
BsenL — i¿ sen L 9 = s s , 



.R sen Z — B sen i eos 2 Z + e 2 sen 4 Z 

w — 



R J2(i~e a ) 

con lo cual resulta: 

, , o eos 2 L -f- c 2 sen 4 L % ¡20 ,\ / . , 3ff\ . 

-A*se n e = -ms ^-^ - + (-£ + anj mt+ ( P ' + f )m« + 

teniendo en cuenta que el valor de la excentricidad e es muy 
pequeño, no hay inconveniente en despreciar su cuadrado; y 
por lo tanto, 

Tanto en este valor como en los anteriores de h y de k, 
podemos admitir que i? = 7? o , puesto que sólo entra en tér- 
minos de segundo grado, con lo que en definitiva se tendrá : 

h=i + zgs % -\- 2 n 8m+[p -\ ^- sen 2 .LJ w a -f- G z . 

. +(^'+f) Wi, + 6 - = 
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Ahora bien: hemos supuesto que la máxima anamorfosis 
angular ü> ha de ser de tercer orden; para satisfacer esta con- 
dición es preciso, según dedujimos en el párrafo 30, que ni 
6 ni h — k sean de un orden inferior al tercero; por lo tanto, 
tienen que anularse los coeficientes de los términos de segun- 
do orden que figuran en las expresiones de R h k sen y 
de h —k ; de donde resultan las condiciones siguientes : 



I . . . . 


. 3-Ko0 
. 2 R 9 n 


— rí . 




2 . . • • 


„ *,' 




3.... 
4 


n = — 


— 1 a' . . 




1 • • 
•3-B..7' 




5.... 


2 P , 1 


eos 2 L„ 


R. 


6 ... 


• 33 = - 


-p'K 





§ 35. Existen, pues, seis ecuaciones que ligan entre sí los 
valores de los ocho coeficientes indeterminados £*, g\ n, n\ 
A P\ <7 Y í'> Y s ¡ consideramos como arbitrarios los g y q\ 
se deducen para los otros las expresiones siguientes: 

P = 3¿ '. dela 3 .- 

n = — 39'Ro de la 4. a . 

Sustituyendo en la 5. a el valor de p, se transforma en 

2 X33' _u *„' cos 2 L ° 

de donde 

_ eos 2 L 3 q' 
n ~ 2E 9 J8 »' 

con el que la 1. a se convierte en 



3^9 



eos iL 9 3 q' R cos 2 L — 6q' 

~~" 2.R, "57" ~" 2~R} 
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y por lo tanto : 

B eos 2 L 9 — 6 <f 



y 

p'= — 3g'B * dela2. m ; 

y poniendo en la 6. a el valor deducido para n : 

q — =g j£ .... 

Si en las expresiones de los valores de x y de y (párra- 
fo 34) sustituímos por sus coeficientes indeterminados los que 
acabamos de encontrar, serán: 

•y = a m + ^V + ^(- 5 7^-^)^m-3^ií. 1 »m"+ í , m ,, + 

Y si para simplificar establecemos que: 

,v = jB ASL^c y cos2Lo 3q ' A 

los valores finales de x é y son: 

x = 8 + ±R.iv&L.n? +± At — B B 9 s*m-+- C B * stn* + ±BB n m\ 
y = Bm + ±B8*-t-ARo8 t m — BR 2 8M i + -C R *m 9 \ 

existiendo entre las dos indeterminadas A y C la relación 

COS2.L 






2J8 » 

eos 2 jL eos 2 X sen 9 L 



*R 9 * 2R* 2JR 2 
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y como 

JS = N*cosL 99 
se tiene: 



a i c— C ° S * L ' se ^_-_í l —t**L 

^ 2# 5 WZ, 2 N 9 *COS*L ~~ 2 tf,« 2^. 8 8 °' 



c =íiv7"^7 tg,z -~^ 



Para obtener las mismas fórmulas de Tissot basta sustituir 
en los valores anteriores, en vez de H o m 9 t; y así es: 

Íx=s 4- ^¿± t* + ±As* - Bs* t + Cst* -h-Bt n + 
B 3 
y=^-t + ±B 8 *+ A8*t — Bst*+± Ct*+ 
xC 3 3 



§ 36. Para deducir el valor que el mismo autor señala 
á h— 1 y k — 1 , nos bastará calcular las derivadas parciales 
de x y de y, y sustituirlas en la expresión general de h ó de k, 
teniendo presente que 

*(£)'_ seni. , + # 



da B 

= (1+2^-4^+2 C^h-^-f+P*)* = l+ ^-j2hí+(-=^ + c) ? = 
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Poniendo en lugar de C su valor, resulta : 

= I + ¿8 a - 2 £*f + (-^-5- - ¿) **; 

de donde 

que es la expresión buscada, y que nos prueba lo que dijimos 
en el párrafo 31:1 .°, la imposibilidad que existía de reducir 
al tercer orden las anamorfosis lineales, pues su valor gene- 
ral e nos indica que los coeficientes de los términos en s y ¿ 
no pueden ser nulos á la vez, puesto que -^r es una cantidad 
finita; y 2. , la ventaja que nos proporcionaría para reducir á 
su mínimo este valor máximo de las deformaciones el quedar 
indeterminados los dos coeficientes A y B, de los que podre- 
mos libremente disponer con este fin al calcular y analizar la 
función general de segundo grado que acabamos de deducir 
para valor de la anamorfosis e. 
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CAPÍTULO V. 



DETERMINACIÓN DEL VALOR MÍNIMO QUE PUEDE CORRESPONDER 

ALA ANAMORFOSIS LINEAL CUANDO SE APLICA EL PRIMER SISTEMA 

DE PROYECCIÓN DE TISSOT AL MAPA DE ESPAÑA. — SEGUNDO 

SISTEMA DE TISSOT. 



§ 37. La función general de segundo grado 

en la que entran las dos variables s y t 9 y que, según lo dedu- 
cido al final del capítulo anterior, expresa la máxima anamor- 
fosis que las distancias pueden experimentar en el sistema 
de proyección de Tissot, es la expresión de una curva de 
segundo grado, la cual, por medio del cambio de origen 
y del sistema de ejes coordenados, puede transformarse en 
otra más sencilla de la forma : 

Ma? + N y y 8 = P, 

que es la ecuación general de la elipse ó hipérbola, ó de las 
variedades de éstas, según el signo ó valor que á sus coefi- 
cientes se les asigne. 
En la expresión 

e=lí , + 2j?8H(^ ¡ r-4)< 2 



— 8o — 

quedaron indeterminados los dos coeficientes A y B, así como 
el origen de las coordenadas del Mapa, elementos de los cuales 
podemos disponer libremente para determinar, entre las diver- 
sas formas analíticas que esta función general puede tomar, 
cambiando el sistema de ejes coordenados, el valor mínimo 
de todos los máximos que á s correspondan según los signos 
y valores de los coeficientes arbitrarios A y £. 

Si en la anterior expresión de e cambiamos la dirección 
de los ejes coordenados, y llamamos -7- f el ángulo indetermi- 
nado que forman con los antiguos los nuevos ejes u y v, sus- 
tituyendo en lugar de s y t los valores : 

8 = v sen — f + t* eos — y, y t = u sen -j- 7 — v eos -—- 7 , 

que expresan las relaciones existentes entre las coordenadas 
de un sistema rectangular y otro también rectangular y con 
el mismo origen, se deduce : 

g = A (u 2 eos 8 -—7 + 2 uv eos — sen -~ -f v 2 sen 8 -^- J — 
— 2 BÍuv eos 8 — + v 2 sen — eos — w 8 sen — eos — uv sen 2 - - - ) -f- 

\ 3 23 32 2 / 

H * — ( y° eos 8 — 2 u v eos — sen — -f- u 2 sen 8 — ) — A ( v 2 eos 8 

2 ^ 2 \ 3 22 3 / \ 2 

— 2ttvcos— sen — -fu 8 sen 2 — )=( Acos 2 — -f-2-Bsen — cus— -f-^sen 8 -- 

3 3* 3 / \ 2 2 3 3 !> o* 2 

~¿sen 8 -^-W -fiscos -Uen -í 25cos 8 -i-+2 5sen 8 -í — -^ senteos -Í--+- 

3 / \ 22 2 3 ív * 3 3 

+2J.COS— sen— V*v+fAsen 2 J--2^sen-í-cosJ-H — ¿-jCOS 8 -í Jcos 8 -í-V= 

1 3 3/ V 2 3 . 3 3 .¿Y a * 3 2/ 

=(¿cos T + .Bsen T + ^, ' "'"" ' )u'+ (zAsunf— 2 Bcos-(--^sen-í)uv + 
+ (-4cos 7 -£ S c„ T +-^i±fI),'=[^ ? +(4--^ ? )cos T+ £se„ T ]«' + 

+ *[(¿-7 j y*nT-.Bcos 7 ]ut,+ [^- (4- -^ ? )cos T -5scn T ] •; 
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- Si - ' 
si ¡pe tiene en cuenta que 

T T 

sen y = 2 sen - 1 - eos - 1 - 



eos y = eos 2 — sen* — 



cos .JL = _i±Í2iI 



2 T i— cosT 
sen 2 — = L . 



§ 38. Como el ángulo ^ es indeterminado, podemos 
atribuirle un valor tal que haga desaparecer el término rectan- 
gular uv, para lo cual deduciremos el valor de aquél de 
la ecuación condicional 

(A - ^) sen T - J5cos T = O; 

de donde se desprende 

B 






y si, para simplificar la expresión de 8 , suponemos 

y 

resulta: 

S = [^ 7 +(^- T ^)«>» , T + (ff- 4 -^) sen, T]« í - 

+ Í7h-i H -^h)^-i H -7h)^y- 



II 
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Esta expresión de e ó anamorfosis lineal máxima es la 
ecuación de una elipse ó de una hipérbola según que //sea 
positiva ó negativa, y en el primer caso según que H sea 
menor ó mayor ^. Para cada valor que atribuyamos á H 
se tendrá un número infinito de elipses ó de hipérbolas seme- 
jantes y semejantemente dispuestas, que corresponderán á los 
infinitos valores que e puede alcanzar, y lo que nos proponemos 
obtener es el mínimo que le corresponde para el mapa de 
una determinada extensión de la superficie terrestre, variando 
simultáneamente el origen del sistema coordenado, la direc- 
ción de los ejes y los parámetros de la función de segundo 
grado que nos expresa el valor de esta deformación. 

§ 39. Hacemos aplicación desde luego al caso de tra- 
tarse de la representación en un Mapa del territorio de nuestra 
Península; pero la marcha que se sigue es general y puede 
seguirse igualmente en la formación del mapa de cualquiera 
otra nación que se encuentre en condiciones análogas á la 
nuestra. 

Para simplificar los cálculos y razonamientos de este capí- 
tulo, supondremos que la normal N Q es igual á la unidad; pero 
ya tendremos cuidado de restablecer su verdadero valor cuando 
se deduzca la fórmula final, que es la que ha de tener aplica- 
ción: el valor de 8 puede ponerse bajo la forma: 



e=Hu* + 



(4--*),. 



Consideremos primeramente el caso de que esta ecuación 
represente una elipse, es decir, el correspondiente á valores 
de //positivos y menores que ^- : á cada uno de estos valores 
de H corresponderá, según antes dijimos, una infinidad de 
elipses semejantes y concéntricas, de las que cada una será el 
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lugar geométrico de todos los puntos del mapa para los cuales 
la deformación es la misma, y llamando S á la longitud del 
diámetro de una de ellas inclinado á 45 o , las coordenadas de 
sus extremos serán ¡guales entre sí y sus cuadrados -£- (-|-) ,: 
sustituyendo en vez de u y v este valor, resulta: 

•-~4{4-K*f(-f)-« ^(-9-t(íHí)' 

Para todos los puntos interiores de cada una de estas 
elipses, la anamorfosis lineal es menor que (— ) y es nula en 
el centro, pues para ("ZD resulta 8=0; así es que si nosotros 
consideramos uno cualquiera de estos sistemas de elipses 
correspondiente á un valor dado de H, y tomamos la que, 
tocando el mayor número posible de puntoá del contorno de 
España, no deja ninguno fuera, la deformación máxima que 
podrá tener lugar será para esos puntos de contacto igual 
á (-^-) 2 , siendo 8 su diámetro medio correspondiente ó carac- 
terística] para los demás del interior de la elipse, la defor- 
mación será menor y nula para su centro. 

Otro tanto sucederá con cada nuevo sistema de elipses 
que consideremos; luego si de entre todos ellos elegimos aquel 
en que s es menor, es decir, aquel en que el diámetro medio 
ó característica 8 corresponde á la elipse envolvente mínima 
del contorno de España, habremos conseguido el fin que nos 
habíamos propuesto, pues conoceremos cuál es el valor del 
parámetro //, que reduce á un mínimo el de e, y por lo tanto 
los más ventajosos que en las funciones generales de x é y 
deben sustituirse por los coeficientes A, B y C> de los que 
dos quedaron indeterminados; este objeto lo ha conseguido 
ingeniosamente Tissot del siguiente modo : 
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§ 4°- Valiéndose del Mapa de España, en el que cada 
milímetro sobre los meridianos corresponde á un minuto de 
latitud, ha deducido las coordenadas geográficas de los diver- 
sos puntos principales del contorno de nuestra Península, y 
con ellas ha construido un Mapa auxiliar del perímetro de 
nuestro país, en escala de un milímetro por cada dos minutos, 
y adoptando para sistema de representación ó de proyección 
el de considerar á las coordenadas s y t como rectangulares á 
partir de los ejes medios del Mapa, pero sustituyendo por los 
arcos s la diferencia / de las latitudes y por los arcos t los 
valores correspondientes de m eos 40 o , lo cual se reduce á 
no tener en cuenta el aplastamiento en los términos de segundo 
orden de la anamorfosis lineal. Sobre hojas de papel trans- 
parente, divididas también en milímetros cuadrados, construyó 
once elipses de forma distinta, que corresponde cada una á 
otras tantas relaciones de sus ejes, ó sea á los once siguientes 
valores de: 

i-a 

H 
o; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9; i; 

y que á su vez proceden de dar á H once valores positivos 
comprendidos entre los \ y — , que pertenecen á las varieda- 
des extremas de esta curva, que son las más aplastadas, repre- 
sentada por dos líneas paralelas, y la que lo es menos, ó sea 
la circunferencia. 

Para cada uno de estos once sistemas dibujó Tissot en sus 
hojas respectivas varias elipses semejantes y concéntricas, y 
colocando sucesivamente cada una sobre el Mapa auxiliar de 
España, desplazando el centro común á todas ellas y variando 
la dirección de sus ejes, dedujo para cada sistema la elipse 
envolvente mínima , es decir , la que tocando en mayor 
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número de puntos del contorno de España, lo encerraba más 
completa y perfectamente sin dejar ningún punto al exterior. 

Para cada elipse envolvente mínima así determinada calcu- 
laba el valor de la deformación 8, midiendo en milímetros la 
longitud de su característica, multiplicando el número así 
obtenido por el desarrollo — ^ del arco de dos minutos que 
cada milímetro representa, y el producto, dividido por 4 y 
elevado al cuadrado, ha dado para cada sistema el valor 
correspondiente de s = (^) 2 . 

De este modo se obtuvieron los resultados siguientes: 





ELIPSES. 


RELACIONES 


LONGITUDES 






— 


I>K 


9B LA 


OABA.OTKBÍSTI01. 


VALORES 




HÚMKBOB. 


ST7B XJVB. 


HT 


MtLÍHBTBOS. 


DE *. 


I . 




1 . O.O 




322 
321 
316 
3IO 

303 
299 

293 
292 
29$ 
304 
309 


0,0022 
0,0022 


2. 




1 . w ) u 
0,1 




%. 




0.2 




O 0022 


4. 




O,* 




0.002 1 


K . ■ 


% , 


O.A 




0.0020 


6 




o,«; 




0,0019 

0,00 1 8 


7. . 




0,6 




8, 




0.7 




0,0018 


9. 




0,8 




0,0019 
0,0019 
0,0020 


10. 




0.0 




11. 




1,0 





De ellos se deduce que la elipse núm. 8, es decir, la que 
corresponde á la relación 0,7 de sus ejes, es á la que per- 
tenece el menor valor de e, y por consiguiente, es también la 
envolvente mínima que nos da el valor que á H debe asig- 
narse para deducir los de los coeficientes indeterminados 
A, By C de las funciones generales de x é y. 

Por este método tan ingenioso como expedito Tissot 
ha podido completar y determinar todos los elementos que 
entran en las funciones de x y de y, sujetándose siempre á la 
condición primera y principal que al plantear el problema se 
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impuso, esto es, á la de reducir al mínimum posible las defor- 
maciones que su sistema de proyección ocasionare. 

Cuando se coloca la elipse envolvente mínima núm. 8 sobre 
el Mapa auxiliar y se procura que lo envuelva por completo, 
la curva toca á su contorno en los puntos siguientes: Cabo 
Ortegal, Cabo de San Adrián, Tarifa y Cabo de Creus; su 
centro cae entonces á 2 1 minutos al Oeste del Meridiano de 
Madrid y á 22 minutos al Norte del paralelo de 40 o , y por 
último, su eje mayor forma con la dirección de los paralelos 
un ángulo de 1 2 30' contado del Este al Norte. 

La deformación que las distancias sufren en este sistema 
alrededor de cada punto es, pues, nula en el centro del Mapa 
y crece á medida que de él se separe, alcanzando su máximo, 
que es de 0,0018, al llegar á los puntos de contacto del con- 
torno de aquél con la elipse envolvente mínima; y como el 
signo del valor de la deformación no se altera, cualquiera que 
sea la dirección de las distancias, resulta que todas las longi- 
tudes estarán amplificadas sobre el Mapa. 

§ 41. Esta condición esencial, que caracteriza la ley de 
las deformaciones en el sistema de proyección que considera- 
mos, ha sugerido á Tissot una idea luminosa y de suma utili- 
dad, por medio de la cual ha podido reducir á la mitad el 
valor de la máxima anamorfosis 0,0018, que en las distancias 
produce su sistema, pues imaginando que de cada uno de 
los coeficientes de x é y se restan los 0,0009 de su valor, 
y que el Mapa se construye sirviéndose de las fórmulas así 
modificadas, es claro que todas las distancias quedarán reduci- 
das en la relación i __ o ' ooo : en efecto, sea la expresión general 
de x la siguiente: 



cc = 84-6s* + C8t-\- 
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restando de cada uno de sus coeficientes los 0,0009 de su 
valor, el nuevo será: 

X* =8 — 0,0009 8 + &8* — 0,0009 &S* + C8t — 0,0009 C8t = (i — 0,0009) 8 + 

-f- (1 — 0,0009) bs z -\-(i — 0,0009) cst = (1 — 0,0009) (s -{- bs 2 + cst) = 

= £C(l — 0,0009); 

de donde 



x 1 — 0,0009 



Por este procedimiento la deformación lineal en el centro 
resultará igual en valor absoluto á 0,0009; pero en vez de estar 
amplificadas las longitudes en esa proporción, estarán reduci- 
das, por lo cual Tissot dice que la deformación es negativa 
en el centro : para los puntos de contacto del contorno de 
España con la elipse envolvente mínima será positiva é igual 
también á 0,0009, y debiendo pasar de positiva á negativa de 
un modo continuo, se comprende fácilmente que habrá puntos 
en que la deformación será nula, puntos que estarán en la elipse 
del sistema primitivo en que el valor de e era igual á 0,0009: 
elipse semejante á la envolvente mínima, y cuya relación de 
semejanza se puede determinar fácilmente . En efecto, llaman- 
do 8' á su diámetro medio ó característica, se tiene : 

S = 0,0009 = (^) 2 = 4^" ó V* = 16 X 0,0009; 

en la otra anterior resultaba : 

e = 0,0018 = (— ) 2 = -^ & 2 = 16 x 0,0018 = 16 x 0,0009 X 2 j 

y como la relación de las áreas de dos elipses semejantes es la 
de los cuadrados de sus líneas homologas, resulta : 



16 X 0.0009 = j_ o' \ / JL. — 1 / — =z — 1 / 2 

[6 X 0,0009 Xa 2 y g V a VA * V 

/Google 
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lo que prueba que la anamorfosis lineal será nula para todos 
los puntos de la elipse semejante á la envolvente, y cuyas 
características estén en la relación de 

§ 42. Anteriormente dijimos que la ecuación 
e = uv + (-i- — h) v* 

representará una elipse ó una hipérbola según el signo y valo- 
res que se asignasen á H: para los positivos y menores que -£-, 
ó sea para el caso de la elipse, hemos deducido el que con- 
duce á un mínimo de e ; pero necesitamos conocer también 
para el caso en que la ecuación sea de una hipérbola: 1 .°, cuál 
es el valor de H> negativo ó mayor que -j- , que produce el 
mínimo de s; y 2. , si este mínimo es inferior á aquél, para en 
este caso tomar el correspondiente de H y deducir en fun- 
ción de él los coeficientes A, B y C que quedaron arbitrarios 
en las expresiones generales de x é y. 

La función -HV + (|- — H) v* = e, en la que suponemos que// 
es negativo ó mayor que -j, es la ecuación de una hipérbola 
referida á sus ejes ; y si suponiendo á H constante damos 
á e infinitos valores, también representará la ecuación de una 
infinidad de hipérbolas semejantes y semejantemente dispues- 
tas, entre las cuales se hallan, como caso especial, las asíntotas 
comunes á aquéllas, y que se obtienen haciendo e = O; de 
donde se deduce que para todos los puntos de éstas la defor- 
mación lineal es nula. Para rodos los valores positivos que á s 
se asignen, se tendrán otras tantas hipérbolas semejantes, que 
serán los lugares geométricos de todos los puntos del Mapa, 
cuya deformación lineal es la misma. Cambiando el signo de 
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cada uno de estos valores de e se obtienen otras tantas hipér- 
bolas conjugadas de las anteriores, y que á su vez son los 
lugares geométricos de los puntos del Mapa en que la defor- 
mación es la misma para los de una misma curva, pero de 
signo contrario á la de los puntos de su conjugada; de modo 
que al pasar de unas á otras, ó lo que es idéntico, al conside- 
rar puntos simétricos á uno y otro lado de las asíntotas, que 
son el límite común á todas, y para el cual la deformación es 
nula, se cambian los signos de sus valores respectivos, que en 
absoluto son iguales; y si del menor que entre los máximos 
• puede corresponder á s se resta una cantidad cualquiera, la 
reducción del error en una de las hipérbolas sería aumento 
del mismo en su conjugada, y por eso no es posible alcanzar 
para este caso una reducción idéntica á la obtenida para el 
de la elipse en el valor máximo que á la anamorfosis lineal le 
corresponde, y es necesario, por lo tanto, que el mínimo valor 
de e correspondiente á otros de H negativos ó mayores 
que \ y sea menor que la mitad del que obtuvimos cuando 
aquéllos eran positivos y menores que -j, á fin de que sean los 
que deban tenerse en cuenta al determinar los coeficientes 
arbitrarios de las funciones generales de x é y. 

§ 43. Ahora bien: para que en el sistema de las hipér- 
bolas se pueda obtener una deformación mínima entre las 
máximas igual ó menor que la deducida en el caso de las 
elipses, sería preciso que las hipérbolas cuyos diámetros 
medios, ó á 45 o , diesen para e ese valor, fuesen tangentes ó 
exteriores al contorno de España, ó lo que es idéntico, si 
llamamos e á ese nuevo valor y S' al diámetro medio de la 
hipérbola que lo produce, es necesario que 

e'=e 
< 
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Anteriormente dijimos que S = 292 m/; pues si ahora 
consideramos un cuadrado ABCD (Fig. iy ) en el que 
AB = 146 m.', llamando é' á su diagonal AC y se tiene: 

*'* ==Z^ + ¿Ñ? == ZZ? = 2 x (Í46) 1 m. B 

y 

(0\*— a X(t46) a __ a X a» (146)» __ a (a X 146P ._ 
V 4 /~~ 4 a "" a 2 X4* ~ « 2 X4 a ~~~ 

y como 

y 

resulta que si colocamos esta figura sobre el Mapa de España, 
sería preciso que los vértices de las hipérbolas conjugadas que 
pasen por los de este cuadrado fuesen tangentes ó exteriores 
al contorno de España, para que los valores de s' = (— ) 2 
resultasen iguales ó menores que -— s = -\- (-^-) 2 ; pero efectuada 
esta superposición, se ve que siempre las ramas de las hipér- 
bolas cortan el contorno de España, y el cuadrado le es inte- 
rior; luego para todos los puntos de la superficie cubierta por 
éste, y con mayor razón para todos los que le son exteriores, 
la deformación es mayor que la obtenida en el caso de las 
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elipses; y de aquí se deduce de un modo tan sencillo como 
exactamente riguroso que, resultando para los valores de H 
negativos ó mayores que —-, una deformación, mínima entre 
las máximas, superior á la deducida para otros de H positivos 
y menores que ~-, se puede prescindir del caso en que la ecua- 
ción represente una hipérbola, al determinar el valor que 
debe asignarse á H á fin de que la anamorfosis lineal sea un 
mínimo. 

§ 44. Al deducir en el capítulo anterior la forma de las 
funciones generales de x y de y, vimos que para reducir las 
deformaciones angulares al tercer orden y las lineales al 
segundo era necesario adoptar las expresiones siguientes: 

x = 8 H — — R Q sen L m 2 -f- términos de tercer orden ; 
y = Rm -\- términos de tercer orden; 

pero teniendo en cuenta que la magnitud relativa de un tér- 
mino cualquiera no depende solamente del grado de su poten- 
cia, sino también de la entidad de su coeficiente, se comprende 
con facilidad que para completar las cantidades de tercer 
orden que últimamente introdujimos en x y en y y dar á las 
funciones de estas coordenadas toda la generalidad que les 
corresponde, debemos añadirles respectivamente las dos expre- 
siones que siguen, poniendo t en vez de m para mayor faci- 
lidad: 

cs % -\-2fst-+-g#-\-$8- s r"¡t al de a; 
cV + 2 fs t -f- g'f + p's + y t al de y, 

en las que c 9 /, g; c\f\g son coeficientes cuya magnitud 
es comparable con los valores que s y t pueden alcanzar en 
toda la extensión de nuestra Península, y [J, ^ ; ¡3', *( son otros 
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coeficientes de magnitud comparable con los cuadrados de 
s y de /. 

Ampliadas así las funciones generales de x é y> podemos 
determinar los valores de estos nuevos coeficientes siguiendo 
una marcha analítica igual á las anteriormente adoptadas, 
deduciéndose desde luego que, puesto que el eje de las^/ es 
tangente al paralelo medio, por la razón en un principio 
demostrada -^¡¡- =o, y por lo tanto f = o. 

Los demás coeficientes no podrán combinarse con los 
finitos que ya hemos considerado, sino que mutuamente se 
agruparán al ordenar las derivadas parciales con sujeción á las 
variables s y t en los valores de h k y R h k sen 6, que dedu- 
cidos otra vez, despreciando siempre los términos de tercer 
orden, resultan respectivamente aumentados en las tres canti- 
dades siguientes: 

2 c 8 + 2/¿-{-p para¿, 

2/8 + 2 g't-hi para K, y 

2 (/ + O eos L 8 + 2 (g +f) eos L 1 + R p para BKh sen 8; 

y por lo tanto, la relación h— k vendría aumentada en lo 
siguiente : 

*(2C-2/')+*(2/-20') + P- T \ 

Para que 6 y h — k continúen siendo de tercer orden , es 
preciso que entre los nuevos coeficientes medien las rela- 
ciones que siguen, deducidas de los nuevos valores de h — k 
y R h k sen 6 : 

ó sea, teniendo en cuenta la condición de ^ = o, las siete ecua- 
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ciones siguientes entre los diez coeficientes últimamente intro- 
ducidos 

f' = c; T ' = p;/' = -<7 = c; T = o, 
^=/;c' = ~/;?' = o. 

Tomando como arbitrarios independientes los c f y ¡3, 
los términos complementarios anteriores se convierten en 

c$ í -\-2f8t — cf + $8 el de se, 

— /"s*-f 2 csí + Z^+M eldey, 

y 

2 es +• 2 ft ~h P los de A y fc; 

y el valor completo de h — i = e (capítulo III, párrafo 36), 
se convierte en 

expresión general y completa de segundo grado que nos per- 
mitirá apreciar si, cuando la consideremos en el caso de la 
parábola y 2 = 2 p x , será susceptible de proporcionarnos 
para e un valor menor que el mínimo ya deducido, cuando 
representa una elipse, y por consiguiente, si nos será posible 
obtener unos nuevos valores para los coeficientes indetermina- 
dos A, B y C, que cumplan mejor la condición del mínimum 
de deformación á que deben satisfacer las funciones generales 
de^r ky. 

§ 45. Si en esta nueva función de e consideramos un 
sistema de proyección para el cual B* difiriese, aunque fuera 
muy poco, de-<4 (-^ — ¿), reproduciríamos uno de los dos 
sistemas de elipses ó hipérbolas que antes hemos analizado, 
pues por un simple cambio de origen de coordenadas haría- 
mos desaparecer los términos de primer orden: supongamos, 
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pues, que por el sistema de proyección elegido medie entre 
A y B la relación 

por un cambio de coordenadas idéntico al del párrafo 37, 
podremos anular el término en sí (1), y al efectuar los cálcu- 
los resulta que el coeficiente del término en v se reduce á 
cero y el correspondiente á u es --J-. La forma que así resulta 
puede y debe simplificarse, para lo cual basta cambiar el 
origen de coordenadas, conservando la dirección de los nuevos 
ejes y llamando w y z á las nuevas coordenadas y n al coefi- 
ciente de z; la expresión de e se reduce á la forma sencilla de 

e =¡ — w* — nz. 

2 

Determinando un valor del parámetro #, el lugar geomé- 
trico de todos los puntos, para los cuales es la misma la defor- 
mación lineal, es una parábola; haciendo e = o, la parábola 
para cuyos puntos la deformación es nula pasará por el origen 
de coordenadas y será tangente al eje de las w. Sea esta la 
parábola P de la figura 18, en la que e = o, ó sea iv=2nz, 
y de la cual se deduce el parámetro n en función de las coor- 
denadas respectivas, con cuyo dato podemos, para cada una 
de las parábolas simétricas y semejantemente dispuestas corres- 
pondientes á los diversos valores de e, determinar el valor de 
la deformación en función de las coordenadas y viceversa. 

Por ejemplo, llamando/ á la abscisa OCf^z, y -J- á la 
ordenada respectiva w de la ecuación w=2uz, se tiene: 

(-£.)'= 2np y n=i-(±)\ 



(1) Los cálculos aquí indicados son los mismos que ya hemos efectuado, y que 
no reproducimos para evitar repeticiones inútiles, y porque, como después veremos, 
el caso de las parábolas no es el que conduce al mínimum de deformación. 
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Si consideramos otra parábola P \ que pasa por el pun- 
to M f interior á la parábola P, y cuyo vértice diste del de 
ésta la cantidad z=p, el valor de e' lo deduciremos de su ecua- 
ción general e' = -^-ze/ 2 — nz, haciendo en ella w = o y z=p; y 
poniendo por n su valor -^ (-f-) 1 , se tiene: 

Del mismo modo para otra parábola P" que pase por 
un punto exterior M r \ y cuyo vértice caiga á la distancia 
z = — / del de la parábola P, se tendrá: 

e" = -»X-i> = «i> = ^ r (-f) í i> = + -H-f)'; 

de donde se deduce que pasando del interior al exterior de la 
parábola P, en la que la deformación es nula, ésta tiene valo- 
res iguales y de signos contrarios para puntos opuestos y 
simétricamente colocados, con respecto á la tangente en el 
vértice de la parábola P; luego lo mismo que nos sucedió en 
el caso de las hipérbolas ocurre en éste : no nos es tampoco 
posible reducir á una mitad el valor mínimo entre los máxi- 
mos que para la deformación deduzcamos, y es necesario, por 
lo tanto, para que le tengamos en cuenta y le prefiramos al 
obtenido en el caso de las elipses, que su valor total fuese 
igual ó menor que 0,0009 deducido para éstas; ó dicho de 
un modo gráfico: si los valores de s correspondientes á las 
parábolas simétricas P r y P" de la figura anterior fuesen 
0,0009 y — 0,0009, sería preciso que todo el contorno de 
nuestro país representado en la forma anteriormente detallada, 
fuese tangente ó estuviese comprendido entre dichas parábo- 
las P' y P" . Ahora bien: el valor 8 = 0,0009 vimos ya que 
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correspondía á la diagonal de un cuadrado de 146 milímetros 
de lado; luego si suponemos la cuerda N' Q' =g- = 146 milí- 
metros, los valores antes deducidos para e' y e" en las pará- 
bolas P r y P" serían iguales al ~- e correspondiente á las 
elipses, porque 

Así es que si la comarca que debe representarse en el 
Mapa pudiera ser tangente ó quedar comprendida por estas 
dos parábolas, sería indudable que de la función de segundo 
grado, en el caso de representar una parábola, podrían dedu- 
cirse para los coeficientes A, B y C, que quedaron arbitrarios 
en las funciones de x é y, valores que redujesen la deforma- 
ción á un mínimo inferior al obtenido cuando significa una 
elipse; pero procurando averiguar si esto es posible, resulta 
que tampoco hay necesidad de considerar en la función gene- 
ral de 

e=zAi?— 2 Bst-h (-j- — A) í a +'2 es + 2 ft^r P 

la forma parábola, porque se puede comprobar sobre el Mapa 
auxiliar de España que sirvió para el caso de las elipses, que 
cualquiera que sea la posición que se dé á una recta de 146 
milímetros de longitud, sucederá siempre una de estas tres 
cosas: 1. a , que dicha recta corta por uno de sus extremos 
al contorno de España; 2. a , que la parábola que pasa por 
sus dos extremos, y cuyo eje es perpendicular en su medio á 
la expresada recta, le corta también; y 3. a , que si esta pará- 
bola no le corta, la distancia de su vértice al medio de la recta 
será menor que la parte del eje situada en el interior del con- 
torno del país y del lado opuesto á la recta, lo cual nos evi- 
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dencia que el contorno de nuestra Península no puede quedar 
comprendido entre las parábolas representadas por 

y que es, por lo tanto, inútil considerar los sistemas de repre- 
sentación para los cuales se tuviera la relación £?=A (-7- — -<4)> 
que por lo que acabamos de ver conduce á sistemas de pará- 
bolas, y que, finalmente, debemos adoptar el valor de 0,0009 
que de la elipse hemos deducido para la máxima deformación 
lineal, pues es el que mejor corresponde al sistema del míni- 
mum de deformación que analizamos. 

§ 46. Después de esta discusión, que hemos creído deber 
hacer tan minuciosa y detallada para que no quede ningún 
punto oscuro , es fácil comprender que el sistema de proyec- 
ción de Tissot, aunque es el de mínima deformación, exige 
cálculos muy prolijos para la construcción del Mapa de nues- 
tra Península, puesto que primero habría de determinarse por 
medio de las elipses el menor valor de e; deducir de éste el 
de H; conociéndolo, sabríamos los valores de A, B y C y los 
sustituiríamos en las funciones generales de x é jj/, las cuales 
son sumamente complicadas, y por lo tanto muy poco ade- 
cuadas para emplearlas en la práctica, pues el trazado del 
Mapa habría de hacerse por puntos, sustituyendo para cada 
uno de éstos el valor de s y /, á fin de deducir sus coordena- 
das rectangulares en el Mapa x é y. 

Estas graves dificultades han sugerido á Tissot la idea de 
simplificar algo las fórmulas, sin que por eso aumente mucho 
la deformación, como se demostrará en el siguiente párrafo, en 
el que nos ocuparemos de un modo abreviado de su segundo 
sistema, porque tampoco hemos de hacer aplicación de el. 

13 
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§ 47- Hemos visto en el párrafo 40 que el punto central 
del sistema que produce la mínima deformación, caía muy 
inmediato al punto de cruce del paralelo de 40 o con el Meri- 
diano de Madrid, y que el eje mayor de la elipse envolvente 
mínima (elipse límite) se separaba muy poco de dicho paralelo. 
Ahora bien: como punto central del Mapa de España, es indu- 
dable que el que más ventajas ofrece es el cruce del Meridiano 
y paralelo citados, y que también es muy conveniente hacer 
coincidir aquellas dos direcciones, y si así lo efectuamos, 
tendremos que, por la hipótesis y según el párrafo 38: 

Zr = 4 o°, -|-y = >.B= oH=:A; 

y las fórmulas generales se reducen á 

x = s 4- -^¿^ f + - ¿s 8 4- c«f , 

2 M 3 

y=~t + As*t + ^-ct\ 

mediando siempre entre A y C la relación 
2 (A + O) N 2 eos 2 L = eos 2 L . 
La anamorfosis lineal se convertirá en 

Repitiendo para las once formas de elipses los ensayos ya 
efectuados en el párrafo 40, pero sujetándose ahora á colocar 
sus ejes coincidiendo con el Meridiano de Madrid y con el 
paralelo de 40 o , se obtienen para e los resultados siguientes : 
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ELIPSES. 


RELACIONES 


LONGITUDES 
UB BUS 0ABA0TCBÍST1CA8 


VALORES 




NVMXB9S. 


•US UBS. 


KM 


MILÍMKTBO*. 


DE S. 


I. . 




O.O 




335 
333 
33o 
324 

315 
310 
308 
306 
321 
340 
35i 


0,0024 
0,0024 
0,0023 
0,0022 


2. • 




O. I 




3. • 




. • 0.2 




4.. . 




, . 0. 3 




5. . 




O.4. 




0,002 1 


6.. 




O 1 




0,0020 


7. . 




o,6 




0,0020 


8.. 




0.7 




0,0020 


0. . 




o,8 




0,0022 


IO. . 




O.O 




0,0024 
0,0026 


ii.. 




1,0 





De estos valores se deduce que la elipse núm. 8, que 
toca el contorno de España en el Cabo de Creus, y para la 
cual la relación de sus ejes es 0,7, es aún la que corresponde 
al mínimum de deformación cuyo valor es e = 0,0020. 

Adoptando, pues, esta relación de 0,7 entre los ejes, se 
pueden determinar los coeficientes A y C, y reemplazando 
estas cantidades por sus valores en las expresiones últimas 
de x é y, se obtendrá un nuevo sistema de representación 
mucho más sencillo y para el cual la deformación máxima 
sería de 0,0020, ó mejor dicho, de 0,0010, pues bastaría 
restar de cada uno de los coeficientes de x é y una milésima 
de sus valores respectivos. 
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CAPÍTULO VI. 



TERCER SISTEMA DE PROYECCIÓN DE TISSOT, APLICABLE Á LA 
FORMACIÓN DEL MAPA DE ESPAÑA, POR LAS ESPECIALES CONDI- 
CIONES DE CONFIGURACIÓN Y SITUACIÓN DE NUESTRA PENÍNSULA. 



§ 48. Al deducir en el capítulo IV, párrafos 40 y 47, 
las longitudes de los diámetros medios ó características de 
las elipses envolventes mínimas (elipses limites), hemos 
podido observar que los valores de aquéllos, y por lo tanto los 
de las deformaciones e correspondientes, diferían muy poco 
entre sí. Débese esto á que todas las mencionadas elipses pasan 
por las inmediaciones de Cabo Ortegal, el cual á su vez se 
encuentra muy próximamente sobre la línea que forma un 
ángulo de 45 o con los ejes rectangulares del Mapa. Apro- 
vechándonos, pues, de esta circunstancia, podremos elegir 
entre los diferentes valores positivos de A comprendidos 
entre -^ y jjfj> a( l ue l q ue reduzca las expresiones corres- 
pondientes de x é y á la forma más sencilla y expedita. 

§ 49. El sistema de representación que corresponde al 
valor de A = -^j W posee propiedades tan notables, y hasta 



(1) Restablecemos ya el valor de N a > porque es necesario que aparezca para la 
homogeneidad de las fórmulas finales, y porque, si antes supusimos que era igual á i, 
fué solamente para hacer más breves los razonamientos de los tanteos gráficos que 
en el anterior capitulo se consignan. 
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taj punto presenta ventajosas facilidades en su aplicación, que 
no cabe la menor duda preferirlo á todos los demás antes indi- 
cados correspondientes á los valores de A, que hacen de e la 
expresión analítica de una curva de segundo grado del género 
elipse. En efecto, la anamorfosis lineal máxima se reduce en 
esta hipótesis á 

•=^ + (w-^) <, -w'« 

ó con grande aproximación, si se toma por el arco s el 
ángulo / correspondiente : 

Esta expresión demuestra que las elipses se han convertido 
en rectas paralelas equidistantes del paralelo medio, y que las 
anamorfosis lineales son proporcionales á los cuadrados de las 
diferencias de las latitudes, contadas desde el paralelo medio. 

Con el valor de A = ^k?> e * ^ e ¿^(capítulo IV, párrafo 35) 



se convierte en: 



C = 2Í-2¿ tg2X '-^ 



"—¡i?* 1 - 



§ 50. Conocidos ya los valores de A y de C, quedan 
determinadas las expresiones (capítulo V, párrafo 47) de x 
é /, que eran : 

X = 8 + ^± t* + — Á8* + Cst 2 
2J£ 3 

y=¿tg + ^« + f Cf; 
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y si además introducimos en ellas los valores í=R o m, 
y R o = JV o cos L o , estas expresiones se transforman en las 
siguientes: 

X -#o 8 cos a £ m 2 = »4-Y^ sen L eos L m 2 -j- 7-^ 8 8 x — sen 2 L 8 m 2 , 



y = -j2 JL m + 2 ^ 2 #0 eos £ s 2 * —^j^r ^ L o #o 8 cos 8 i w 8 = 
= £m H ==- eos X g 2 m 7- # sen 2 L eos ¿ ro 8 . 

2ÍVo O 

Este último valor de x ha resultado ya en función sola- 
mente de las variables s y m y de los coeficientes conoci- 
dos N y L ; en el valor de jj/ entran, además de los anteriores, 
el del coeficiente R; mas como éste es una función de R o9 L 

y de la variable s, puesto que R=R — sen L s — ^-^-s*+ 

podemos hacer las sustituciones convenientes, poniendo, en vez 
de R Q , N cosL ; con lo que se tiene: 



T» 1T T T C0S L n 

i¿= iVo eos ¿ — sen L 8 - 



2 Po 



pero como el último término de R es ya de segundo orden, 
y al sustituirlo en el valor de y ha de quedar de tercero, por 
tener que multiplicarlo por m, se podrá, con un error de 
cuarto grado, suponerse p Q =N o9 puesto que 



a(l ~~ e2) » N=- 



(1 — & sen 2 L)\ ( 1 - e 2 sen 2 L)\ ' 

y entonces queda como valor de R para sustituir en y 

eos L s 2 
R = N eos ¿ — sen ¿ s v — 

2 IVq 
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con lo cual se tiene: 

y = ( N Q eos L m — sen L 8 m ~ eos L 8* m\ H — ^- eos L 9 8* m - 

g- JVo sen 2 ü eos L Q m 8 , 

y por tanto los valores de x é y son : 

? = * + — N n sen L a eos X© w 2 -+■ tIft ** — sen * -^o **»' = 

a ° • 6 Av a 

5^T «' + -f- #„ cot L o sen ' ü. m" — * -^- .sen 2 £ »u 2 = 



X 



y = N eos X w — sen L 8 m 1- # sen 2 _L eos ¿ o w* = 

= tf cot L m sen L — 8 m sen £ — iV cot ¿ "''«"'¿o =- 
= #© cot L ( *» sen Zr c — ^-!?? — ?.\ — «m sen X . 



§ 51. Para transformar estas últimas expresiones en 
otras de aplicación aún más fácil en la práctica , nos basta re- 
cordar que los desarrollos de los senos y cosenos de los arcos 
múltiplos en función de los arcos submúltiplos son, limitán- 
dolos al tercer orden : 

z t \ m s »en a Lo • 

eos (m sen Lj =1 |- 



, -r v -r m 8 sen 8 L a 

sen (m sen L ) = m sen L ¿ — - ; 

con lo cual el valor de x será : 

4- (iV cot jL — s) X ( 1 — eos (m sen ¿ ) = 8 + y^" *" + 

4- ^r o ,cot i — N cot L eos (m sen ¿ ) — « + 8 eos (w sen L ) = 

a= * s 8 + N Q cot £„ — N cot L eos (w sen L ) + 8 eos (m sen ¿ ) 
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pero como 

i ss eos (m sen ¿ ) H , 

se tiene 

m 2 sen s Iro 



6N< 



x * x 8 / r \ i x 8 «*"8«n a 

y?^=w ícos t wsettIí ' + w^ — r 



y como este último término resulta de quinto orden, podemos 
despreciarlo y poner en la anterior expresión de x por -^j s 3 
su valor -jjfj s * eos (m sen Zo^; con lo que se tiene : 

x = 6 ^ a 8* eos (m sen Zr c ) + # a cot L — N cot L Q eos (m sen i ) -f" 
-f- 8 eos (w sen L ) = JV cot L — (# cot X — 8 T^-y 8 a ) eos (m sen JD ). 

En esta expresión de x pueden introducirse simplificacio- 
nes importantísimas, tanto por lo que en absoluto representan 
los nuevos coeficientes que sustituímos, cuanto por la sencillez 
que resulta para las fórmulas generales del sistema de repre- 
sentación que se busca. En efecto: haciendo 

r» = N cot L 

r = JV,cotZ.-8-^8 8 = r -8--^8 8 

y 

ty = m sen L , 

el valor de x toma la forma sencillísima de 

x = r — r eos 4» . 

Si con las hipótesis anteriores observamos que : 

r sen 4» = (N cot L — 8 — fi ^ a 8 8 j sen (m sen L ) = 
= (N cotL — 8 — - 6 * No2 8 a j (w sen i, 



m 8 sen 8 ¿o 
nfi sen 8 io , 



= JV cot L (m sen X m "^ — -) — 8 m sen ¿ -+- cantidades de cuarto orden ; 

/Google 
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y como y hemos visto que era : 

y = # cot L„ (m sen L 2L-Í5? — 1\ - g} nsenl , 

se tiene, finalmente, 

y = r sen <¡r, 

siendo, por tanto, las expresiones finales de x y de y : 

05 = r — r eos <]> 
y = r sen 4> ; 

§ 52. Dados los valores lineales de las coordenadas xéy, 
puede determinarse la ecuación de los meridianos sobre el 
Mapa, considerando que para todos los puntos de éstos es 
constante su longitud m , y por tanto lo es también el valor 
<[> = ni sen Z . De igual manera en los paralelos es constante 
el valor de s ó de r, y sólo quedan como variables m ó <\>; y 
de esta condición podrá deducirse la expresión analítica de los 
paralelos sobre el Mapa. 

En vista de lo antes expuesto y de los últimos valores de 
x é y, podemos obtener la ecuación de los meridianos si deter- 
minamos entre las coordenadas x k y una relación que sea 
independiente de r ó s, pues que la última representa el arco 
del meridiano, y no puede, por consiguiente, entrar en su ecua- 
ción. Del valor y = r sen ty se despeja r = — ^-r- para susti- 
tuirlo en x = r — r eos ^ , y se tiene : 

coso , / \ , 

que es la ecuación de los meridianos y representa la de una 
línea recta que forma con el eje del sistema coordenado ó 
meridiano principal un ángulo cj>, que ya hemos visto es igual 
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al producto de seno 40 o por la longitud geográfica m que los 
separa en el globo. . 

Para determinar análogamente la expresión de los parale- 
los, habrá que hallar entre x é y una ecuación que no con- 
tenga á cp ó m, que es el valor del arco de paralelo, cuya 
fórmula analítica se investiga, y que por lo tanto no deben 
aparecer en ésta. 

De los valores anteriores se deduce : 

( r o — x ) 2 = r 2 eos 2 <J> é y 2 = r 2 sen 2 <¡> , 

las cuales sumadas nos dan : 

y 2 -r ( r — x ) a = r 2 ( eos 2 <¡> -f sen 2 <¡> ) = r 2 . 

Esta ecuación, ó de los paralelos, es una función de se- 
gundo grado correspondiente á circunferencias cuyos centros 
no coinciden con el del sistema coordenado, sino que se hallan 
en el punto á que concurren todos los meridianos sobre el 
Mapa, y el valor de los radios respectivos es r = r o — s — ^. 

Dedúcese de estas dos últimas expresiones que la repre- 
sentación gráfica del sistema de proyección que para nuestra 
Península produce una deformación mínima, conforme á los 
principios de Tissot, corresponde á un sistema cónico, pues 
que los meridianos terrestres se hallan representados en el 
Mapa por líneas rectas concurrentes en un punto común, sien- 
do cj; , ó ángulo que cada uno de ellos forma con el meridiano 
principal , igual al producto de sen 40 o por el valor angular 
de la longitud geográfica de cada uno de ellos, que es m; y 
los paralelos, transformados de los del esferoide terrestre, son 
arcos de círculos, que tienen por centro común el punto de 
intersección de todos los meridianos rectilíneos, y el valor del 
radio es la expresión r = r — s — -^y. 
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Como r o = No cot L representa el radio en el Mapa del 
paralelo medio, su valor corresponde al de la tangente al 
meridiano terrestre trazada por el punto, cuya latitud es 
de 40 o prolongada hasta su intersección con el eje de la esfera, 
y un radio de cualquier otro paralelo r = r. — s — -¿^ , es 
igual al del paralelo medio aumentado ó disminuido en la can- 
tidad (s + y^r), pues que sea el que quiera el signo de s, valor 
del arco de meridiano contado idesde el paralelo central, los 
sumandos de esta cantidad tendrán el mismo signo que s, por 
no contener más que potencias impares de esta variable. 

§ 53. En las ecuaciones de x é y > que últimamente 
hemos deducido, entra el valor r, función de j-, y como el 
valor de un arco de meridiano s, según hemos visto en el 
capítulo II, párrafo 10, es: 

8 = p l -f- — p e" sen 2 L P , 

y por lo tanto: 

r = r — (p f-f--^-po e a sen2£ í 2 ) — jj¡j (p f-f--^-p c 8 sen2 L í 2 ) ; 

y despreciando los términos superiores al tercer grado : 

r = r. — (p.* + -~ Po « 2scn 2 L o J 2 ) — ^Ñ? . 
haciendo p = JV , como ya hemos hecho anteriormente, resulta: 

En este último valor de r todo es conocido, á excepción 
de /; de modo que si sustituimos por los coeficientes sus 
valores numéricos, tendremos una expresión muy sencilla 
que para cada valor de la variable / nos dará el radio de la 
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transformada sobre el Mapa del paralelo correspondiente; el 
ángulo que deben formar en el Mapa las rectas que repre- 
sentan los meridianos se calcula fácilmente por la fórmula 
ty = m senZ , y por lo tatito, queda analítica y gráficamente 
definido el tercer sistema de proyección de Tissot, que como 
se ve es muy sencillo y no da lugar á cálculos muy prolijos, 
bien se siga el método de calcular las coordenadas por medio 
de las fórmulas 

x = r — r eos <]> 
é 

y = r sen (b , 

ó bien se calculen los radios de los paralelos y ángulos de los 
meridianos empleando las expresiones 

r = r — p (f-f- — e 2 sen 2 L ? -|--|-) 

y 

4> = m sen L . 

§ 54. Definido por completo este sistema, nada más 
fácil que determinar los valores de las deformaciones que las 
distancias y los ángulos experimentan, pues cortándose en 
ángulo recto el meridiano y el paralelo del Mapa, son las tan- 
gentes principales (capítulo III, párrafo 19), y sobre ellos debe 
tener lugar la mayor y la menor anamorfosis lineal (capítulo III, 
párrafo 24), y como llamándolas a y b se tiene que el valor 
de la deformación angular o> es 

a — b 
sen (i) = — ¡-> 



teniendo en cuenta que a y b difieren muy poco de la unidad, 
y poniendo sen o> = o> sen 1", podemos con un error despre- 
ciable hacer 

a — b 



2 Ü) = 
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Para calcular a y b y que en este caso son h y £, nos basta 
observar que una de ellas es la relación entre un arco de meri- 
diano infinitamente pequeño sobre el globo y su representa- 
ción sobre el Mapa, y la otra es la relación análoga entre 
los paralelos; el arco de meridiano en el globo es: ds = pd/, 
y sobre el Mapa es —dr; luego 

, -dr 
pal 

Del mismo modo el arco de paralelo sobre el globo 
es Rnt, y sobre el Mapa r <p =rm sen 40 o ; luego 



, _ rm sen 40 r sen 40 

= xí. = 



Rm R 



Estas expresiones son fáciles de calcular, y sustituyendo 
sus valores en el de 2ü), conoceremos el de la máxima anamor- 
fosis angular. Por lo dicho al final del párrafo 49 se determi- 
nará la máxima anamorfosis h, que corresponderá al punto de 
la Península cuya latitud se separe más de la del paralelo medio. 

§ 55. Finalmente, con objeto de reducir á la mitad las 
deformaciones lineales que se producen en este sistema, se 
aplicará á los coeficientes numéricos, del valor del radio r, 
el mismo ingenioso procedimiento que anteriormente emplea- 
mos en las expresiones generales de x é y (capítulo V, párra- 
fo 41), y que se reduce á multiplicar todos ellos por un 
factor (1 — 2), determinado por la condición z = Q{\ — 2)— 1, 
en cuya expresión Q representa el mayor valor que á la 
anamorfosis h le corresponde. Despejando 2, resulta: 
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y el valor de r resulta: 

v = p u - JPp / - -i- Pe 2 sen 2 £ c P <> - -j- JP Pfi Z*-, 

por medio de cuya fórmula la mayor alteración de distancia 
se ha reducido á la mitad, sin que por eso se hayan alterado 
las correspondientes anamorfosis angulares. 

Como en el siguiente capítulo hemos de hacer aplicación 
de este sistema al cálculo de los elementos necesarios para la 
formación de un Mapa para España, podemos adelantar que 
la máxima anamorfosis lineal que resulta es de 0,0012, que 
como se ve es muy poco diferente de la de 0,0009 que 
producía el primer sistema, incomparablemente más compli- 
cado y más expuesto á equivocaciones: la máxima^anamórfosis 
angular es de 9", 2, inapreciable completamente. 
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CAPÍTULO VII. 



APLICACIÓN DEL TERCER SISTEMA DE TISSOT AL CÁLCULO DE 
LOS ELEMENTOS NECESARIOS PARA LA FORMACIÓN DE UN MAPA 

DE ESPAÑA. 

§ 56. Atendiendo á la sencillez del tercer sistema de 
Tissot y á que las anamorfosis que con su empleo se produ- 
cen son poco mayores que las que ocasiona su sistema de 
mínima deformación, no hemos vacilado un momento en 
elegirle desde luego para la formación de nuestro Mapa con 
preferencia á cualquiera de los otros: el paralelo medio será, 
como sabemos, el de 40 o y el meridiano principal el que 
pasa por Madrid ; el punto intersección de ambos es el que 
tomaremos como origen de coordenadas en el Mapa ; el eje 
de las x será la transformada del meridiano principal, y la 
perpendicular á ésta en ese punto el eje de las y. 

El sistema de proyección está definido por las fórmulas 
siguientes: 



(47) 



en las que : 



x = r — r eos c¡> , 



(48) r = N coi L , 

(49) 4» =m senL , y 

(50) r =r - ?0 (l+ je 2 sen2l, Z 2 + 4). 

15 
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% 57- En estas fórmulas entran los valores de la normal 
y radio de curvatura á la latitud de 40 o ; después hemos de 
necesitar sus valores y los de los radios de los paralelos del 
globo á diferentes latitudes; y por lo tanto, antes de pasar 
adelante conviene calcularlos de la manera más precisa que 
sea posible. Como las dimensiones del globo no las conoce- 
mos de un modo tan exacto como fuera de desear, acepta- 
remos entre los diversos elipsoides hipotéticos que le repre- 
sentan el de Struve, por ser el que emplea la Dirección 
general del Instituto Geográfico para los trabajos rela- 
tivos á España, y cuyos elementos son: 

a semieje mayor = 6378298,3 m.' 

^cuadrado de la excentricidad =— 0,00677436 m. 8 

Con estos elementos, y valiéndonos de las fórmulas (capí- 
tulo II, párrafos 8.° y 10), 

iV=a (i +7e 2 sen 2 i), 

p =a(i—e 2 )(i -f--|-e 2 sen 2 i), 
R=NcosL, 

hemos calculado los valores de las normales, radios de curva- 
tura y radios de los paralelos terrestres correspondientes á las 
diversas latitudes comprendidas entre 36 y 44 o cuando varían 
de 10 en 10', y son las que figuran á continuación: 
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LATITUDES. 



36° 



37" 



38 o 



39" 



40 o 



41 o 



42 o 



43° 



44° 



o' 
10 
20 

3° 
40 

50 

o' 

10 

20 

30 
40 

5 ^ 

10 
20 

30 
40 

5o 

o' 

10 

20 

30 
40 

S o°' 
10 
20 

3° 
40 

S o' 
10 

20 

3° 
40 

50 

o' 

10 

20 

30 
40 

d 
10 
20 
30 
40 

50 
o' 



Normal. N. 



6385762,5 
822,3 
882,2 

942,3 

6002,5 

062,7 

123,0 

183,5 
244,0 

3°4,7 
365.5 
426,3 

487,2 

548,3 
609,4 
670,6 
73i,8 
793,2 
854,6 
916,1 
977,8 
7039.4 
101,1 
162,9 

224,7 
286,7 
348,6 
410,7 
472,8 
534,9 
597.1 
659,4 
721,8 
784,1 
846,5 
908,9 

971,4 
8033,9 
96,5 
i59,o 
221,7 
284,3 
347,o 
409.7 
472,4 

535.2 
597,9 
660,7 

6388723,5 



RADIO 

DBL PARALELO. R. 



5166190,3457 
55298,4355 
44362,7893 

33383,4958 
22360,7143 

• H294,3 2 03 
00184,6205 

5089031,6327 
77835.4508 
66596,1770 
55313,8718 

43969,9647 
32620,6130 
21209,8391 
09756,4275 
4998260,4691 
86722,0599 

75141,2954 
63518,2681 

51853,0791 
40145,8623 
28396,5865 
16605,4759 

04772,5879 
892898 ; Ol60 
80981J8596 
69024,2188 
57025,1870 
44984,8682 

32903,3585 
20780,7588 
08617,1799 
796412,7473 
84167,4172 
71881,4574 
59554,9212 
47187,8779 
34780,4753 

22332,7643 

09844,8893 

6973l6,9380 

84749,0146 

72141,2236 

• 59493,6690 

46806,4541 

34079,6859 

21313,4683 

08507,9067 

4595663,1094 



RADIO 

DB CURVATURA. 0. 



6357330,1725 
508,4319 
687,0220 
865,9366 

8045,1698 
224,7154 
404,5674 
584,7196 
765,l660 
945,9005 

9126,9170 
308,2093 

489,7713 
671,5969 
853,6798 
360036,0140 
' 218,5932 
401,4142 
584,4623 
767,7396 
951,2372 

1134,9490 
318,8686 
502,9898 
687,2065 
871,8123 

2057,3110 
241,3665 
426,4023 
612,2025 
796,9603 
982,4699 

3168,1247 
353,9^6 
539,9998 
725,8985 
912,0652 

4098,3591 

284.75 !2 
47L2499 
657,8409 
844,548o 
5031,2825 
218,1204 
405,0280 
591,9990 
779,0270 
966,1056 
6366153,2286 



Digitized by 



Google 



— n6 — 

§ 58. Como se trata de una proyección cónica, los ele- 
mentos para trazarla son : 1 ,°, los radios de los paralelos del 
Mapa; 2. , los ángulos que han de formar los meridianos del 
mismo. 

El radio para trazar el paralelo medio ó de 40 o en el 
Mapa es : 

r = JV cot L = N J X cot 40 o = 761 1998,0264 m.' 

Para calcular los radios de los demás paralelos nos valdre- 
mos de la fórmula (50), en la que, poniendo en vez de r , p , e 
y sen 2 L Q sus valores, y dando á / los comprendidos entre 
36 y 44 o , obtendremos los de r correspondientes á las lati- 
tudes que indiquen el valor de /. Deseando nosotros calcular 
los radios correspondientes á latitudes que varíen de 10 en io', 
necesitamos modificar la fórmula (50) en la que /viene expre- 
sada en grados: para esto tenemos que: 



z= 2xXiq a=s _jl_ a . 
360 x 60 1080 ' 



y sustituyendo este valor de /en la ecuación (50), resulta: 

(Si) r = ro -p ^A-^p e a ^sen2Í A'-^ Po -¿ r A»; 

haciendo las operaciones y sustituyendo las coeficientes por 
sus valores conocidos, se convierte en la siguiente: 

(52) r = 76ii998 m ,0264 — 18505,3982 A — 0,2693 A 2 — 0,0261 A 8 , 

en cuya fórmula no habría que hacer sino dar á A valores 
enteros comprendidos entre — 24 y + 24 para tener los 
radios de los paralelos del Mapa, correspondientes á los del 
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globo comprendidos entre las latitudes extremas de 36 y 44 o 
y que se diferencien entre sí 10'. 

§ 59. No lo hacemos desde luego con objeto de aplicar 
el procedimiento ingenioso explicado al final del capítulo ante- 
rior para reducir á la mitad la máxima anamorfosis lineal: para 
calcular ésta observaremos que el punto más septentrional de 
España es la estaca de Vares, cuya latitud es 43 o 47' y 32", y 
por lo tanto, dista del paralelo medio 3 47' y 32", y el punto 
más meridional de España es la isleta de Tarifa, cuya latitud 
es 35 o 59' 49", distando del paralelo medio 4 o' 1 1"; á éste, 
pues, corresponderá la anamorfosis máxima lineal . Para deter- 
minarla supondremos que la latitud del punto es 36 o y nos 
valdremos de las fórmulas del capítulo VI, párrafo 54. 

- dr 1080 1 dr 

y 

en las que para este caso son : 

P 36 o= 6357330,1723 m.'; -B 36 o= 5166190,3457 m. 8 , A = — 24, 
r = 7611998,0264 -h 24 X 18505,3982 — 24 X 24 X 0,2693 -+- 
+ 24 X 24 X 24 X 0,0261 = 8056333 m.' 2728, y 

dr 
-jj= - 18505,3982 — 2 X 0,2693 X(— 24)-3 X 0,0261 X (-24)*= - i8537,57; 

por lo tanto , 

a==h = - —X 635y3 ; o>iya3 X (-18537,57)^1,002424510, y 

b = k = «ssin^TÜX ^M£l _ I)0023 84 9 4o. 
5166190,3457 » * ^^ 
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Estas son las anamorfosis extremas lineales ó el sentido 
de los meridianos y de los paralelos que resultarían para el 
Mapa de España construido con arreglo á las fórmulas del 
tercer sistema de Tissot; quiere decir que á la latitud de 36 o 
una unidad de longitud muy pequeña, y cuya dirección 
fuera la del meridiano, estaría representada en el Mapa por 
1,00242451: la misma longitud en la dirección del paralelo 
estaría representada por 1,00238494; y en cualquiera otra 
dirección tendría un valor comprendido entre éstos (capítulo VI, 
párrafo 54). 

Para reducir las anamorfosis á la mitad (capítulo VI, párra- 
fo 55), hay que multiplicar todos los términos de la fórmu- 
la (5 2) por un factor 1 — z> siendo z determinado por la con- 
dición 

Z== 1,00242451 (1 — s) — 1; 

de donde 



2,00242451 



= 0,00121078 y 1 — = 0,99878922, 



y la fórmula (5 2) se transforma en : 

r = 7611998,0264 X 0,99878922 -— 18505,3982 X 0,99878922 A — 
— 0,02693 X 0,99878922 X A 8 ; 

y haciendo las multiplicaciones, resulta: 

(53) r = 7602781,5714 — 1 8482,9922 A -— 0,2690 A 2 — 0,0261 A 3 . 

§ 60. Dando en esta fórmula á A valores enteros, com- 
prendidos entre — 24 y + 24, se obtienen los valores de los 
radios de los paralelos del Mapa, correspondientes á los del 
globo entre la latitudes extremas de 36 y 44 o , que varíen 
entre sí 10'. A continuación figuran todos estos valores en 
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metros, así como sus diferencias que representan los valores en 
el Mapa del arco de meridiano de 10' á las diversas latitudes. 



LATITUDES. 


Radios. 


Diferencias. 


LATITUDES. 


Radios. 


Diferencias. 


36° 0' 


m.» 
8046579,2466 


18513,5969 


40 o 0' 


m.» 
7602781,5714 


18483,2873 


10 


28065,6497 


IO ,533i 


10 


584298,2841 


83,8819 


20 


09555,1166 


07,6259 


20 


65814,3022 


84,8331 


30 


7991047,4907 


4,8753 


SO 


47329,4691 


85,8209 


40 


72542,6154 


02,2813 


40 


28843,6282 


87,0053 


50 


54040,3341 


499,8439 


50 


10356,6229 


88,3263 


37° 0' 


35540,4902 


97,5631 


41 o 0' 


491868,2966 


89,8039 


10 


17042,9271 




10 


73378,4927 




20 


898547,4882 


95,4399 


20 


54887,0546 


9I,438l 


30 


80054,0169 


93»47i3 


30 


36393,8257 


93,2289 


40 


61562,3566 


91,6603 
90,0059 


40 


17898,6494 


95,1763 
97,2803 


50 


43072,3507 




50 


399401,3691 




38 o 0' 


24583,8426 


88,5081 


42 o 0' 


80901,8282 


99,5409 


10 


06096,6757 


87,1669 


10 


62399,8701 


501,9581 


20 
30 


787610,6934 
69125,7393 


85,9823 
84,954i 


20 
30 


43895,3382 
25388,0759 


04,4319 
07,2623 


40 


50641,6562 


84,0831 


40 


06877,9266 


IO ,H93 


5o 
39° 0' 


32158,2881 
13675,4782 


83,3681 
82,8099 


50 
43° o' 


288364,7337 
69848,3406 


13,1929 
16,3931 


xo 


695193,0669 


82,4083 


10 


51328,5907 


19,7499 


20 


76710,9066 


82,1633 


20 


32805,3274 


23,2633 


30 


58228,8317 


81,0749 


30 


14278,3941 


26,9333 


40 


39746,6886 


82,1431 


40 


195747,6342 


3o,7599 


5o 


21264,3207 


82,3679 


5o 


77212,8911 


34,7431 


40 o 0' 


02781,5714 


82,7493 


44° 0' 


7158674,0082 


38,8829 



§ 61. El ángulo que forman en el Mapa los meridianos 
del globo se determina por la fórmula (49) : 

6 = m sen L ; 
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suponiendo que queremos obtener el ángulo para el caso de 
que la diferencia de longitudes de los meridianos sea de 10', 
se tendrá m= io y y por lo tanto, 



6= 10 X sen 40 o =6/4278761 = 6' 25",67257; 



y para 



m = 2o 

30' 
40 

50' 
i° o 1 
i° 10' 
i° 20' 
i G 30' 
i° 40 

2 o O 



<|>= I2'57",345i3 
<¡í= 19' i7',oi770 
<¡> = 25' 42",69026 
<¡,= 32' 8",3628 3 
cj> == 38' 34",035 4 o 
* = 44' 59",7^797 
*= 5i'25",38o52 
<]> = 57' Si",°S3"> 
<1> = i° 4' i6",7 2 566 
4* = i° ío f 42",39823 
4^ == i° 17' 8",o7 o8 °- 



Tenemos, pues, elementos suficientes para construir un 
Mapa de España con arreglo al tercer sistema de proyección 
de Tissot, porque conocemos los valores de los radios de los 
paralelos y el ángulo que han de formar los meridianos. Los 
radios de los paralelos están en tamaño natural y será fácil 
reducirlos á la escala que se quiera emplear. 

§ 62. Para determinar los valores de las anamorfosis 
lineales con arreglo á las fórmulas del párrafo 59, empezare- 
mos por deducir de la fórmula (5 3) la derivada de r con rela- 
ción á A, que tiene por expresión general: 



dr 



dA 



= — 18482,9922 — 2 X 0,2690 A — 3 X 0,0261 A 2 ; 



y dando á A valores enteros comprendidos entre — 24 y + 24, 
se obtienen para -^ los que á continuación se expresan, indi- 
cando también la latitud correspondiente : 



Digitized by 



Google 



— 131 — 





Valores 




Valores 


LATITUDES. 


dr 
CÍA 


LAT1TDDKS. 


dr 
DE - -di 


36° 0' 


18515,1810 


40 o 10' 


18483,6085 


IO 


12,0389 


20 


4,3814 


20 


09,0534 


30 


5i3I09 


30 


06,2245 


40 


6,3970 


40 


03,5522 


50 


4 7,6997 


50 


01,0365 


41° 0' 


18489,0390 


37° 0' 


18498,6774 


10 


90,5949 


10 


6,4749 


20 


2,3074 


20 


4,4290 


30 


4,1765 


30 


2,5397 


40 


6,2022 


40 


0,8070 


SO 


8,3845 


5o 


89,2309 


42 o o' 


18500,7234 


38° 0' 


18487,8114 


10 


3,2189 


10 


6,5485 


20 


5,87IO 


20 


5,4222 


30 


8,6797 


30 


4,4925 


40 


11,6450 


40 


3,6994 


5o 


14,7679 


5o 


3,0629 


43° 0' 


18518,0454 


39 


18482,5830 


10 


21,4805 


10 


2,2597 


20 


25,0722 


20 


2,0930 


30 


28,8205 


30 


2,0829 


40 


32,7254 


40 


2,2294 


5o 


36,7869 


5o 


2,5325 


44° 0' 


18541,0050 


40 o 0' 


18482,9922 







Para la comodidad de los cálculos, hemos hallado los va- 
lores de -£- y de -f^ X y, que son los que siguen : 



16 
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Valores 


Valores 




Valores 


Valores 


LATITUDES. 


r 


dr s, x 


UTITÜMS. 


r 


dr v * 




DE *" 


D *.-n x T 




DE -R 


de -¿a x T 


36° 0' 


¿,55754604 


0,0029124144 


40 o 10' 


1,55384684 


0,0029053728 


10 


24558 


18385 


20 


86664 


54090 


20 


695766 


12873 


30 


89968 


54714 


30 


68235 


07604 


40 


94573 


55576 


40 


41960 


02580 


SO 


400512 


56684 


50 


16950 


097802 


41° O' 


1,55407777 


0,0029058037 


37 


1,55593201 


0,0029093271 


IO 


16374 


59636 


10 


70716 


88979 


20 


26305 


61478 


20 


49495 


84938 


30 


37576 


63567 


30 


29545 


81141 


40 


50185 


65900 


40 


10860 


77586 


50 


64146 


68477 


50 


494032 


74278 


42° O' 


1,55479454 


0,0029071306 


38 o 0' 


1,55477324 


0,0029071217 


10 


961 18 


74376 


10 


62467 


68402 


20 


5HH2 


77693 


20 


48889 


65828 


30 


33531 


81252 


30 


36591 


63505 


40 


54289 


85095 


40 


25578 


61421 


50 


76619 


89II5 


5o 


15853 


59585 


43° 0' 


1,55599928 


0,0029093411 


39° 0' 


1,55407415 


0,0029057995 


10 


624818 


97952 


10 


00270 


56648 


20 


51078 


IO274I 


20 


394417 


55549 














30 


78773 


107774 


30 


89865 


54693 














40 


707844 


II4068 


40 


86612 


54084 














50 


38322 


18578 


5o 


84662 


53718 








40 o 0' 


1,55384019 


0,0029053599 


44° 0' 


1,55770208 


0,0029124345 



Sustituyendo estos valores en las fórmulas del párra- 
fo 59, y haciendo las operaciones necesarias, resultan para las 
anamorfosis lineales h y k, á las diversas latitudes, los que 
siguen : 
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UTITÜMS. 


Valores de H. 


Valores de k. 


LATITUD». 


Valores de A. 


Valores de k. 


36 o 0' 


1,001214 


I,OOH7l 


40° 10' 


0,998793 


0,998793 


10 


IOI6 


0978 


20 


8806 


8806 


20 


0827 


0793 


30 


8827 


8827 


30 


0646 


0616 


40 


8857 


8858 


40 


0473 


0447 


50 


8895 


8896 


o 5 °, 


0309 


0286 


41 o 0' 


8942 


8943 


37 0' 


OI53 


OI34 


10 


8997 


8998 


10 


OOl6 


OOOI 


20 


9060 


9061 


20 


0,999867 


0,999853 


3° 


9132 


9133 


30 


9736 


9725 


40 


9212 


9215 


40 


9614 


9605 


50 


9301 


9304 


« 5° 

38 o 0' 

10 

20 

30 
40 

50 


9500 

9394 
9298 
9210 

9130 
9058 

8995 


9492 
9389 
9293 
9206 
9127 
9056 
8994 


42 o o' 
10 
20 

30 
40 

5o 


9398 
9503 
9617 
9738 
9869 
I,OOOOIO 


9403 
9510 
9626 
9750 
9884 
1,000026 


39° 0' 


8991 


8940 


43° o' 


0158 


0177 


10 


8895 


8894 


10 


03I4 


0337 


20 


8857 


8856 


20 


0478 


0506 


30 


8828 


8827 


30 


0652 


0684 


40 


8806 


8806 


40 


0838 


0871 


5o 


8793 


8793 


5o 


1023 


IO67 


40 o 0' 


0,998789 


0,998789 


44° 0' 


1,001221 


1,001272 



§ 63. Las máximas anamorfosis angulares 2 <i> para las 
diversas latitudes se han determinado por medio de la fór- 
mula (capítulo VI, párrafo 54). 



a — b 



h-k 



siendo h en cada caso la mayor de las anamorfosis lineales 
y k la menor. 

He aquí los resultados obtenidos, poniendo de manifiesto 
las diferencias h — k ó k — h\ 
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Valores 


Valores 




Valores 


Valores 


U TITOS. 


DB 




LATITUDES. 


de 






h — AódeA — A. 


de a (ü . 




A-AódeA-A. 


de 2 (|). 






// 






rf 


36° 0' 


0,000043 


8,9 


40 o 10' 


0,000000 


0,0 


10 


38 


7,9 


20 


O 


0,0 


20 


34 


7,i 


30 


O 


0,0 


30 


30 


6,2 


40 




0,2 


40 


26 


5,4 


50 




0,2 


5 °, 


23 


4,8 


41° O' 


0,000001 


0,2 


370 o' 


0,000019 


3,9 


IO 




0,2 


10 


15 


3<i 


20 




0,2 


20 


14 


2,9 


3° 




0,2 


30 


11 


2,3 


40 


3 


0,6 


40 


• 9 


1,8 


5o 


3 


0,6 


5 °, 
38 o o' 

10 

20 


8 
0,000005 

5 
4 


i,7 

*,° 
1,0 

0,8 


42 o 0' 
10 
20 


0,000005 

7 
9 


'1° 

i,5 
1,8 


30 
40 

5° 


3 
2 

1 


0,6 

o,4 
0,2 


30 
40 

50 


12 

15 
16 


2,5 

3,1 
3,3 


Í9° 0' 


0,000001 


0,2 


43° °' 


0,000019 


3,9 


10 


1 


0,2 


10 


23 


4,8 


20 


1 


0,2 


20 


28 


5,8 


3° 


J 


0,2 


30 


32 


6,7 


40 





0,0 


40 


38 


7,9 


5 °, 





0,0 


50 


44 


9,2 


40 o 0' 


0,000000 


0,0 


44° 0' 


0,00005 1 


10,6 



§ 64. Por último, las anamorfosis superficiales para las 
distintas latitudes, ó sea los productos de h X k, son los que 
se expresan: 



LATITUDES. 


ANAMORFOSIS 


LATITUDES. 


ANAMORFOSIS 


LATITUDES. 


ANAMORFOSIS 




SDPXBPI0IAI.X8. 




BUPBBFIOIILM. 




8UPXBTICIALX8. 


36 o 0' 


1,002387 


38° 50' 


0,997990 


41 o 30' 


0,998266 


10 


1995 


39° o.' 


7882 


40 


8427 


20 


IÓ20 


10 


7790 


SO 


8605 


30 


I2Ó2 


20 


7714 


42 o 0' 


8801 


40 


0920 


30 


7656 


IO 


9013 


50 


0595 


40 


7613 


20 


9243 


37° 0' 


0287 


50 


7587 


30 


9490 


10 


OOI7 


40 o o' 


7579 


40 


9753 


20 


9720 


10 


7587 


5 °, 


1,000136 


30 


946l 


20 


7613 


43° 0' 


0335 


40 


9219 


30 


7656 


10 


0651 


50 


8992 


40 


7716 


20 


0984 


38 o 0' 


8783 


5 °, 


7792 


30 


1336 


10 


8591 


41 o 0' 


7886 


40 


1710 


20 


8417 


10 


7996 


5 °, 


2091 


30 


8258 


20 


0,998121 


44° 0' 


1,002494 


40 


0,998H5 











Digitized by 



Google 



— 125 - 

§ 65. El examen detallado de las máximas anamorfosis 
lineales, superficiales y angulares que figuran en las tablas de 
los párrafos anteriores pone de manifiesto las propiedades 
características del sistema de proyección de Tissot, y para 
hacer resaltar sus ventajas, vamos á permitirnos algunas con- 
sideraciones. 

Hemos dicho en otro lugar que h representa la anamor- 
fosis lineal en el sentido del meridiano, ó sea la relación entre 
una pequeña parte de este arco del Mapa y su homologa del 
globo, y k análoga relación entre los de paralelo ; al mismo 
tiempo son h y k los ejes de la elipse indicatriz ó las tangentes 
principales, y por lo tanto (capítulo III, párrafo 24) indican la 
máxima y mínima anamorfosis lineal en cada punto: una lon- 
gitud cualquiera sobre el globo, y cuya dirección difiera de la 
del meridiano ó paralelo, sufrirá, al proyectarse en el Mapa, 
una deformación comprendida entre las h y k. 

Teniendo en cuenta que la latitud de 44 o cae fuera del 
contorno de España, resulta que la mayor alteración que su- 
fren las longitudes es la de 1,001214 correspondiente á la 
latitud de 36 o y en sentido del meridiano; es decir, que una 
distancia de 1 000 metros en el globo, á la latitud de 36 o y en 
la dirección del meridiano, estará representada en el Mapa 
por 1 00 1, 214 milímetros; la misma distancia en sentido del 
paralelo y á la misma latitud tendrá en el Mapa un valor 
de 1001,171 milímetros. Si variásemos la latitud variarían 
los valores: por ejemplo, á la latitud de 38 o los 1 000 metros 
de meridiano estarán representados en el Mapa por 999, 394 
y por 999, 389 si fuesen de paralelo. 

Fácilmente se observa que desde la latitud 36 o hasta pasada la 
de 37 o 1 o', y desde antes de la de 42 o 50' hasta la de 44 o resul- 
tan amplificadas en la representación las unidades de medida, y 
en todo el resto están disminuidas, lo cual viene á confirmar lo 
dicho en el capítulo V, párrafo 41 ; teniendo presente que las 
elipses límites se han convertido en sistemas de rectas paralelas 
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(capítulo VI, párrafo 49). Para calcular cuáles son los paralelos 
automecoicos, ó sea los que no sufren deformación, nos valdre- 
mos de la fórmula -y- = -^ |/ 2, en la que § = 4°, de donde 
á 1 = 2° 49 42", 384, y por lo tanto los paralelos 37 o io' 
1 /\6i6 y 42 o 49' 42^,384 son los que cumplen con esa con- 
dición y las líneas de paso que separan las partes del Mapa que 
están aumentadas de las que están disminuidas. 

. Los semiejes h y k de las elipses indicatrices son, como 
lo indican las cifras anteriores', casi iguales, y por esta razón 
se puede considerar en la práctica sin gran error que la alte- 
ración de la unidad de longitud en cada punto es indepen- 
diente de la dirección; obsérvase también que desde la latitud 
de 36 o hasta la de 40 o , h es mayor que k, sucediendo lo con- 
trario desde los 40 á 44 o ; lo cual indica que en la primera zona 
las elipses indicatrices tienen su eje mayor en el sentido del 
meridiano y el menor en el del paralelo ; al llegar á la latitud 
de 40 o las elipses se han convertido en circunferencias de 
círculo, puesto que k y k son iguales, y, pasada esta latitud, las 
elipses indicatrices tienen su eje mayor en el sentido de los 
paralelos y el menor en el de los meridianos. 

Siendo tan pequeña la excentricidad de las elipses indica- 
trices, las deformaciones angulares han de ser necesariamente 
muy exiguas, y con efecto, la mayor es de 9", 2 y corresponde 
á la latitud 43 o 50' ; y de aquí que no sea necesario, por 
esta extremada pequenez, tener en cuenta las deformaciones 
angulares; por lo que puede considerarse esta proyección 
como autogonal. 

Las anamorfosis superficiales son también muy pequeñas, 
puesto que tanto h como k tienen en todos los casos valores 
muy próximos á la unidad: la parte de España comprendida 
entre los paralelos automecoicos 37 o io' I7",6i6 y 42 o 
49' 42", 384 resulta disminuida en el Mapa y el resto aumen- 
tado, y lo mismo que sucede con las anamorfosis lineales: el 
menor valor corresponde al paralelo medio y el aumento es 
gradual hacia el Norte y el Sur. 
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No hay exageración en lo que dice Tissot al hablar de un 
Mapa trazado según esta proyección, á saber: que cada hoja 
del mismo es «una verdadera representación topográfica», 
ó sea una imagen del natural; cierto es que, á partir de los 
paralelos automecoicos aumentan y disminuyen las unidades de 
medida, tanto lineales como superficiales, según que van cre- 
ciendo las distancias á dichos paralelos ; pero estos aumentos 
y disminuciones son graduales y muy pequeños, y se pueden 
tener en cuenta en caso de necesidad empleando diferentes 
unidades de medida para las distintas zonas. La unidad super- 
ficial para cada una de éstas será el producto h X k y la 
longitudinal será ^-^- ; y por estos valores deberán multipli- 
carse en cada caso las unidades superficial y longitudinal na- 
turales para obtener su magnitud en la proyección. 



§ 66. He aquí los valores de 



h + h 



para las diversas 



latitudes, valores que expresan con bastante aproximación las 
relaciones de aumento ó disminución de las medidas lineales: 





RELACIONES 




RELACIONES 




RELACIONES 




dx aumknto 




DK AUMENTO 




DK AUMENTO 


LATITUDES. 


Ó DISMINUCIÓN DK LAB 


LATITUDES. 


Ó DISMINUCIÓN DK LAS 


LATITUDES. 


Ó DISMINUCIÓN DK LAB 




MEDIDAS LINKALKS. 




MEDIDAS LINKALKS. 




MKDIDAS LINKALKS. 


36° o' 


I,OOII92 


38 o 5o' 


0,998995 


41° 3o' 


0,999133 


10 


997 


39° 0' 


941 


40 


214 


20 


8x0 


10 


895 


5o 


303 


30 


631 


20 


857 


42 o 0' 


40I 


40 


460 


30 


828 


10 


507 


5 °, 


298 


40 


806 


20 


622 


37° 0' 


H3 


5 °. 


793 


30 


744 


10 


008 


40 o 0' 


789 


40 


877 


20 


0,999860 


10 


793 


5o 


1,000018 


30 


73° 


20 


806 


43° 0' 


167 


40 


609 


30 


827 


10 


325 


.5° 


496 


40 


858 


20 


492 


38 o 0' 


392 


5o 


896 


3o 


668 


xo 


295 


41 o 0' 


943 


40 


854 


20 


208 


10 


998 


5o 


1045 


30 


128 


20 


0,999061 


44° 0' 


1,001246 


40 


o,999057 
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§ 6j. Por más que tratándose de una proyección cónica, 
basta para trazarla conocer el valor de los diferentes radios de 
los paralelos y el ángulo de los meridianos, por si no se quiere 
hacer uso de las plantillas para el trazado, es conveniente y 
menos ocasionado á errores calcular las coordenadas rectan- 
gulares de los puntos de intersección de los paralelos y meri- 
dianos, tantos como se crean necesarios para la mayor exactitud 
del trabajo que se ha de ejecutar. 

Las fórmulas (47) dan las coordenadas rectangulares de un 
punto del Mapa, conociendo su longitud y latitud geográficas, 
de las que dependen el radio r y el ángulo cp que entran en 
dichas fórmulas ; por lo tanto, dando valores diferentes á r 
y cp se tendrán los de x é jy, que son las coordenadas rectan- 
gulares del punto de intersección del paralelo del Mapa, cuyo 
radio es r, con el meridiano, también del Mapa, que forma un 
ángulo cp con el central ó medio ; paralelo y meridiano que 
corresponden á otros del globo que nos son perfectamente 
conocidos, puesto que dependen de r y de cp. 

En la práctica se procede del siguiente modo : suponga- 
mos que se trata de conocer las coordenadas del punto del 
Mapa que corresponderá al de intersección del paralelo de 41 o 
con el meridiano de i°,3o' al E. del Central; el radio r del 
paralelo del Mapa que representa al de 41 o del globo es 
(párrafo 60) r= 749 i868 m , 2966 y el ángulo cp que han de 
formar los meridianos del Mapa, cuya diferencia de longitudes 
sea I o 30', es (párrafo 61) c|> = 57' 5i",053io; y como el 
valor de r es 7602781,5714, los valores délas coordenadas 
del punto que consideramos serán: 

x = 7602781,5714 — 7491868,2966 x eos (57' 5i",°53i°)i 
é 

y = 7491868,2966 X sen (5/ 51 ",0531o) ; 

expresiones sencillísimas de calcular. 
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Como se necesitarán siempre las coordenadas de un gran 
número de puntos si el Mapa ha de ofrecer suficientes garan- 
tías de exactitud, hemos buscado la manera de preparar los 
cálculos de un modo conveniente para evitar repeticiones inúti- 
les, siguiendo además un orden que permitirá observar si se han 
cometido errores de consideración al calcular las coordenadas. 

En el adjunto Mapa de España hemos dibujado la división 
en hojas, que creemos más conveniente, para publicarle en 
escala de -^^; de esa división resultan 49 hojas, cuyo número 
podrá sufrir alteración, puesto que no se conocen con completa 
exactitud las coordenadas geográficas de todos los puntos del 
contorno de España; cada hoja representará una parte del 
globo comprendida entre dos paralelos, cuyas latitudes difie- 
ran 60', y dos meridianos cuyas diferencias de longitudes sean 
de 100'; hemos adoptado esta división para que el número 
de hojas sea el menor posible, teniendo en cuenta el tamaño 
de las piedras que para el grabado posee el Instituto Geo- 
gráfico. Las dimensiones de la hoja mayor serán próxima- 
mente o m ,55 en sentido de los meridianos, por o m ,75 en el de 
los paralelos, y la forma de todas ellas la de un trapecio, en 
el que los lados paralelos serán arcos de círculo de gran 
radio y los otros dos lados líneas rectas que se cortan en el 
centro de los arcos. 

Del estudio de este sistema de proyección se deduce que 
es simétrico, con relación al meridiano medio, y por lo tanto, 
obtenidas las coordenadas de los puntos de intersección de los 
paralelos con los meridianos situados al E. del principal ó 
medio, se tendrán las de los puntos de cruce de los mismos 
paralelos con otros meridianos situados al O. de aquél, y 
cuyas diferencias de longitud con el central sean idénticas, 
pero en diferente sentido que las de los otros meridianos : no 
habría más que cambiar el signo á las ordenadas y. 

17 



Digitized by 



Google 



— 130 — 

Por otra parte, se sabe que todas las hojas comprendidas 
dentro de una misma zona son iguales; de manera que obte- 
nidas las coordenadas de los puntos que se crean necesarios 
para construir una de ellas, ó mejor dicho, de su mitad E. 
ú O., con relación á ejes coordenados que sean el meridiano 
medio y la tangente al paralelo medio de esa hoja, las mismas 
coordenadas servirán para otra hoja de la misma zona, con 
relación á ejes que sean también su meridiano medio y la 
tangente á su paralelo medio. 

Estas ventajosas condiciones que reúne el sistema de 
Tissot hacen que se disminuyan considerablemente los enojo- 
sos desarrollos de cálculos á que da lugar la construcción de 
la cuadrícula de los mapas por medio de las coordenadas de 
los diferentes puntos de encuentro de los paralelos y meridia- 
nos, pues aunque las fórmulas son de fácil aplicación, el número 
de veces que habría que emplearlas es muy crecido. 

Además, obtenidas las coordenadas de todos los puntos 
que se crean necesarios, con relación á un único sistema de 
ejes, existe la imposibilidad material de emplearlos en la 
práctica, porque, por pequeña que sea la escala adoptada , no 
habría tablero adecuado, y aunque se encontrara de las dimen- 
siones convenientes, no sería fácil evitar el alabeo propio de 
los tableros de grandes dimensiones, y las perpendiculares y 
paralelas á una de sus bases, que sería preciso trazar para de- 
terminar los puntos, no lo serían en grado tan riguroso como 
debe exigirse para trabajos de la índole del que nos ocupa ; y 
de nada serviría el detenido estudio que hemos hecho de las 
deformaciones de toda clase que produce este sistema de pro- 
yección, si por dificultades, al llevarlo á la práctica, no se tu- 
viera confianza en el resultado obtenido; así es que habría 
necesidad de cambiar con frecuencia de ejes coordenados para 
que las dimensiones de las coordenadas no fueran exageradas, 



Digitized by 



Google 



— i3i - 

y naturalmente cada cambio de ejes llevaría consigo un aumento 
considerable en los desarrollos de cálculo. 

Por todas estas consideraciones hemos decidido calcular 
las coordenadas de los puntos de media hoja de cada zona, 
con relación al meridiano de Madrid y al paralelo de 40 o , que 
son los ejes coordenados con relación á los cuales están expre- 
sadas las fórmulas (47). Como cada hoja tiene 100' en el sentido 
de los paralelos, su mitad será 5o 7 ; por lo tanto, calculando 
las coordenadas de los puntos de intersección de los paralelos 
con los meridianos comprendidos entre o' y 50' , tendremos 
todos los datos que necesitamos conocer para proceder al 
trazado de todo el Mapa. 

Como los meridianos han de estar representados en el 
Mapa por líneas rectas, dos puntos para cada uno, que podrían 
ser sus estremos en cada hoja, bastarían para fijarlos con toda 
exactitud; en cambio los paralelos son arcos de círculo y nece- 
sitan más puntos para su trazado, y hemos juzgado suficiente 
fijar el paralelo superior, medio é inferior de cada hoja por 
medio de 1 1 puntos para cada uno, á saber : el de cruce del 
meridiano central con esos tres paralelos y los de los meridia- 
nos de 10', 20', 30', 4o 7 y 50' de longitud al O. y E. del 
central con esos mismos tres paralelos; además damos como 
comprobación los respectivos radios de estos paralelos, cuya 
diferencia de latitud es de 3c/, y los radios de todos los 
paralelos de 10 en 10', por si se juzgara necesario trazarlos 
en las hojas. 

He aquí las coordenadas de los puntos que corresponden 
á las hojas que forman la cuña central del Mapa, y las damos 
en escala natural para que las pueda aplicar cualquiera que 
desee construir un Mapa de España en otra diferente de la 
de ^^ que hemos adoptado nosotros : 
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MERIDIANOS 






PARALELOS 






DB 






0' 


IV 


20' 


30' 


40' 


50' 


350 3(K } 


— 4993S8,4M7 


— 499346. 1748 


- 499303,6376 


— 499330,9386 


— 499x31,6749 


- 499004,2495 


(y = 


o,o 


15x49,307o 


30298,5785 


45447,7437 


60596,7420 


75745,5305 


360 í" 


— 443797,675 


— 443783,439 


— 44374X,3o6 


— 443671,021 


- 443572,503 


— 443446,021 


0,0 


X5045.43I 


30090,805 


45136,084 


60x81,198 


75226,104 


«•strj** 


— 388265,919 


— 388251,946 


— 388209,957 


— 388x40,160 


— 388043,370 


— 3879x6,590 


0,0 


14941,588 


39883,140 


44834,587 


59765,871 


74706,948 


370 11= 


— 332758,9x9 
0,0 


— 333744,937 
14837,801 


— 333703,438 
39675,567 


— 333634, X5x 
445X3,329 


— 377053,004 
58935,738 


— 276928,048 
73669,288 


38o 30' j*~ 


— 277272,446 
0,0 


— 277258,538 
X4734.053 


— 2773x7,158 
39468,071 


— 377148,374 
44301,986 


— 277052,004 
58935,738 


— 276938,048 
73669,288 


380 f."I 


— 221802,371 
o,o 


— 22x788,699 
14630,336 


— 22x747,6x8 

29260,636 


— 331679,330 
43390»834 


— 221583,474 

58520,872 


— 221460,4x1 
73150,707 


38° 30' j ~ 


— 166344,168 

0,0 


— 166330,593 
14526,641 


— 166289,806 
29053,246 


— 166222,006 
43579,750 


— 166x26,837 
58x06,095 


— 166004,654 
72632,239 


390 £ 


— 110893,907 

0,0 


— 1x0880,4x8 
14422,960 


— x 10839,921 
28845,885 


— 1x0772,603 
43368,710 


— 110678,109 
57691,376 


— 110556,795 
72113,844 


39°30'j ~ 


— 55447.96o 


— 55433,949 


— 55393,737 


— 55326,894 


— 55233,061 


— 55113,609 


0,0 


14319,287 


38638,539 


43957,691 


57376,686 


7x595,483 


404 c 


— 0,0 


— 13,270 


— 53»300 


— «9,575 


— 212,745 


— 332,360 


0,0 


142x5,612 


28431,189 


42643,668 


56861,990 


7x077,115 


400 30'^™ 


— 5545a,io2 
0,0 


— 55465,398 
14111,928 


— 55505,050 
28223,821 


— 55570,963 
♦ 42335,6x7 


- 55663,311 
56447,256 


— 55782,093 
70558,701 
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MERIDIANOS 






PARALELOS 






DI 






0' 


10' 


2C 


30' 


40' 


50' 


4 " \7- 


— 1x09x3,275 


— 110936,571 


— 110965,883 


— xx 1031,337 


— 111122,951 


— xx 1340,709 


0,0 


14008,337 


38016,490 


49034,5x6 


56033,458 


70040,305 


4l<>30 / J ~" 


— 166387,746 

0,0 


— 166400,750 
13904.501 


— 166439,791 
37808,969 


— 166504,688 

41713,340 


— 166595,784 
55617,558 


— 166713,736 
69531,584 


42 * {"I 


— 93x870,743 


— 39x893,636 


— 33x931,401 


— 33x995,687 


— 333086,163 


— 333303,150 


0,0 


13800,743 


37601,453 


4x403,067 


55203,539 


69003,800 


|42°30 f < ír ™ 


— «77393*496 


— 977406,361 


— 377444,809 


- 377508,723 


~ 377598,435 


— 377713,6x3 


0,0 


13696,944 


37393,855 


4x090,671 


54787,335 


68483,811 


"" l~ 


— 332933»*3X 


— 333945.893 


— 333984,084 


— 333047,568 


- 333136,680 


— 333350,918 


o,o 


13593,096 


37186,160 


40779,139 


54371,947 


67964,579 


43*30'j ~~ 


— 388503,177 


— 3885x5, 79X 


— 388553,664 


— 3886x6,631 


— 388704,993 


— 3888x8,449 


0,0 


13489,193 


36978,353 


40467,418 


53956,334 


67445,065 


440 c 


— 4441071563 

0,0 


— 444X30, X33 
13385,a33 


— 444157.683 
63770,415 


— 444330,133 

40155,513 


*- 444307,766 
53540,464 


- 444420,451 
66935,330 


44 o 30'{ ~ 

1 


— 499750,6x67 


— 499763,0769 


— 499800,4030 


— 499863,6035 


— 499959,4938 


— 500061,1231 


°.o 


13281,1823 


36563,3327 


39843,3908 


53134,3033 


66405,0306 
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Las coordenadas de los puntos de la hoja central, que es 
la núm. 28, sirven también, como hemos dicho, para trazar 
todas las demás hojas de la misma zona, que son la 26, 27, 
2 9> 3° y 38; los ejes coordenados serán para cada hoja su 
meridiano medio y la tangente al paralelo medio. 

Para trazar las hojas de las zonas restantes, observemos 
que las coordenadas que hemos obtenido para una hoja de 
cada zona son con relación al eje de las x, que es su meri- 
diano medio, y al de las y, que es la tangente al paralelo 
de 40 o ; como sabemos la distancia que separa en el Mapa á 
este paralelo de los otros, no habrá más que hacer una 
pequeña resta para tener las coordenadas de los puntos de 
las hojas con relación al mismo eje de las x y á otra de las y, 
paralelo al primitivo, pero que será tangente al paralelo 
medio de cada hoja, lo cual hará más fácil el trazado de éstas. 

§ 68. Siendo (Fig* 19) A, £, C, C" y C la figura que 
han de tener las hojas del Mapa, consideraremos en cada una 
tres paralelos , que serán sus bordes superior é inferior y el 
paralelo medio ; los ejes coordenados serán el O X y el O Y, 
que representan el meridiano medio, y la tangente al paralelo 
medio de cada hoja : los meridianos serán cinco para cada 
media hoja, además del central ; la hoja es simétrica con rela- 
ción al eje O X, y por lo tanto, basta obtener las coordena- 
das correspondientes á media hoja, pues las de la otra mitad 
serán las mismas cambiando el signo á los valores de y. 

A continuación expresamos con toda claridad los valores 
de las coordenadas para cada hoja en escala de ^^ . 
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PARALELOS. 



MERIDIANOS. 



tur 



w 



30' 



40' 



SO- 



PARA LAS HOJAS I, 2 Y 3. 



8nperlor 44* 3C ..{ 

<y = 

■odio 44' \ X== 

f y = 

Inferior 43° 30' ...\ X== * 



0,3782 


0,2783 


0,2785 


0,2788 


0,2792 


0,2798 


0,0 


0,0664 


0,1378 


0,1992 


0,2656 


0,3320 


0,0 


0,0001 


0,0003 


0,0006 


0,00x0 


0,0016 


0,0 


0,0669 


°» «339 


0,2078 


0,2677 


o,3346 


0,2780 


— 0,2779 


— 0,2777 


— 0,2774 


— 0,2770 


— 0,2764 


0,0 


0,0674 


°»* 349 


0,2023 


0,2698 


0,3372 



Para las hojas 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10. 



Superior 43° 30' . . 



■edlo 43° < 



Inferior 42° 30'.... 



f"" 



0,2778 


0,2779 


0,2781 


0,2784 


0,2788 


0,2794 


0,0 


0,0674 


o t x349 


0,2023 


0,2698 


o,337» 


0,0 


o,ooox 


0,0002 


0,0005 


0,00x0 


0,0016 


0,0 


0,0680 


o,i359 


0,2039 


0,2719 


o,3398 


0,2777 


— 0,2777 


— 0,2775 


— 0,2772 


— 0,2767 


— 0,2761 


0,0 


0,0685 


0,1370 


0,2055 


0,2739 


o,3424 



Para las hojas i i, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18. 



Superior 42« 30' 



■edlo 42° 



Inferior 



(y = 

41030' ...j x=z 
(y = 



0,2776 


0,2776 


0,2778 


0,2781 


0,2786 


0,2792 


0,0 


0,0685 


0,1370 


0,2055 


0,2739 


o,3494 


0,0 


o,ooox 


0,0003 


0,0006 


0,00x0 


0,00x6 


0,0 


0,0690 


0,1380 


0,2070 


0,2760 


o,345o 


0,2775 


— 0,2774 


— 0,2772 


— 0,2769 


— 0,2764 


— 0,2758 


0,0 


0,0695 


0,1390 


0,2086 


0,2781 


o,3477 
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PARALELOS. 



MERIDIANOS. 



IC 



W 



30' 



40' 



60' 



Para las hojas 19, 20, 21, 22, 23, 24 y 25. 



Superior 41» SO*...) 

(!/ = 



41° 



Inferior 40» 3(T ... 



<!/ = 



0,9774 


o.«774 


0,2776 


0,3780 


0,3784 


0,3790 


o,o 


0,0695 


0,1390 


0,3086 


0,3781 


©•3476 


o,o 


0,0001 


0,0003 


0,0006 


0,00x0 


0,00x6 


o,o 


0,0700 


0,1401 


O,3X0X 


0,3803 


0,350a 


0,9773 


— 0,277a 


— 0,2770 


— 0,3767 


— 0,3763 


— 0,3757 


0,0 


0,0706 


0,14x1 


0,2x17 


0,3822 


0,3538 



Para las hojas 26, 27, 28, 29, 30 y 38. 



Superior 40» 30' . 


.i"" 


0,3773 


0,2773 


0,3775 


0,3779 


0,3783 


0,2789 




<y = 


0,0 


0,0706 


o,x 4 xx 


0,9161 


0,2833 


0,3528 


■edlo40* 


j* = 


0,0 


0,0001 


0,0003 


0,0006 


0,0011 


0,00x7 




U = 


0,0 


0,07x1 


0,1433 


0,3x33 


0,2843 


0,3554 


Inferior 39o 30' .. 


.}■ = 


— 0,3773 


— 0,3773 


— 0,3770 


— 0,3766 


— 0,3762 


— 0,2756 




<y = 


0,0 


0,07x6 


0,1433 


0,3X<8 


0,3864 


0,3580 



Para las hojas 31, 32, 33, 34, 35 y 36. 



Ouporlor 39o 30' .. 


I — 


0,2773 


0,3773 


0,3775 


0,3778 


0,3783 


0,3789 




(y = 


0,0 


0,07x6 


0,1433 


0,3x48 


0,3864 


0,3580 


■odio 39° 


i — 


0,0 


0,0001 


0,0003 


0,0006 


o,ooxx 


0,00x7 




<y = 


0,0 


0,0731 


0,1443 


0,3x63 


0,2885 


0,3606 


Inferior 38 30' ... 


j — 


— 0,3773 


— 0,2773 


— 0,2770 


— 0,3766 


— 0,2763 


— 0,3756 




<y = 


0,0 


0,0762 


o,X453 


0,3x79 


0,3905 


0,3633 
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PARALELOS. 


MERIDIANOS. 


/ 


10* 


20' 


30' 


40' 


w 




Para 


LAS HOJAS 39, 40, 41, 42 Y 43. 






Superior 38° 30'... 




0.3773 
0,0 


0|*773 
0,0726 


0,2776 
0,1453 


0,2779 
0,2179 


0,2784 
0,2905 


0,2790 

0,3632 


■edlo 38o 


>«.= 


0,0 


0,0001 


0,0003 


0,0006 


0,0011 


0,00x7 


í 


»y = 


0,0 


0,0732 


0,1463 


0,2195 


0,2926 


0,3658 


inferior 37* 30'.... 




— 0,2774 
0,0 


— 0,2773 
0,0737 


— 0,2771 
0,1473 


— 0,2767 
0,2210 


— 0,2763 
0,2947 


— 0,2756 
0,3683 




Para las hojas 44, 45, 46 


Y 47. 






Superior 37° 30'... 




0,2774 
0,0 


0,2775 
0,0737 


0,2777 
0,1473 


0,2781 
0,2210 


0,2785 
0,2947 


0,2792 
0,3683 


■edlo 37° 


(x = 

íy = 


0,0 
0,0 


0,0001 
0,0742 


0,0003 

0,1484 


0,0006 
0,2226 


0,00 XX 

0,2968 


0,00x7 

0,3709 




inferior 36« 30'.... 


\y = 


— 0,2775 
0,0 


— 0,2775 
0,0747 


— 0,2772 
0,1494 


— 0,2769 
0,2241 


— 0,2764 

0,2988 


— 0,2758 
0,3735 






Para las hojas 48 y 4< 


h 






Superior 36° 30/..! 




0,2777 
0,0 


0,2777 
0,0747 


0,2780 

0,1494 


0,2783 
0,2241 


0,2788 
0,2988 


0,2794 
0,3735 


■edlo 36° 


\x= 


0,0 


O,O0OZ 


0,0003 


0,0006 


0,0011 


0,00x8 




(»- 


0,0 


0,0752 


0,1505 


0,2257 


0,3009 


0,3761 


inferior 35° 30'.... 


|x = 


— 0,2778 


— 0,2777 


— 0,2775 


— 0,2772 


— 0,2767 


— 0,2760 




\y = 


0,0 


0,0757 


0,1565 


0,2272 


0,3030 


0,3787 






Para la hoja 37. 








Superior 40° 




0,2772 
0,0 


0,2772 

0,07x1 


0,2770 

0,1422 


0,2766 
0,2x32 


0,2762 

0,2843 


0,2756 
0,3554 


■edlo 39° 30' 


<* = 


0,0 


o,ooox 


0,0003 


0,0006 


0,0011 


0,00x7 




t* = 


0,0 


0,0716 


0,1432 


0,2x48 


0,2864 


0,3580 


Inferior 39° 


<* = 


— 0,2772 


— 0,2772 


— 0,2770 


— 0,2766 


— 0,2762 


— 0,2755 




<y~ 


0,0 


0,0721 


0,1443 


0,2x63 


0,2885 


0,3606 



18 
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§ 6g. Los radios de los diferentes paralelos del Mapa 
correspondientes á los del globo, y cuyas latitudes varíen de 
i o en i o', son los siguientes, en escala de — - — : 

' o ' aoo ooo 



LATITUDES. 

35° 3o' 

36° o' 

io 

20 
30 
40 
50 

37° o' 
10 
20 
30 
40 
5o 

38 o o 7 
10 
20 

30 
40 
50 

39° o' 
10 
20 

30 
40 

50 
40 o o' 



Radios. 

m \ 
40,51107 

23289 

I4032 

04777 

39,95523 
86271 
77020 
67770 
58521 

49273 
40027 
30781 
21536 
12292 
03048 
38,93805 
84563 
75321 
66079 
56838 

47597 
38356 
29115 
19874 
10633 
01391 



Diferencias. 



0,09257 
55 

54 
52 
5i 
5o 
49 
48 
46 
46 
45 
44 
44 
43 
42 
42 
42 
41 
41 
41 
41 
41 
41 
0,09242 






LATITUDES. 



40 o o' 
10 
20 
3o 
40 
5o 

41 o o' 
10 

20 

30 
40 

50 

42 o o' 
10 
20 

30 
40 

50 

43° o' 
10 
20 
3o 
40 

5o 
44° o' 
44° 30' 



Radios. 



m.» 
38,01391 

37,92149 
82907 

73665 
64422 
55178 
45934 
36689 

27443 
18197 
08949 
36,99701 
90451 
81200 
71948 
62694 

53439 
44x82 

34924 
25664 
16403 
07139 
35,97874 
88606 

79337 
35.515X5 



Diferencias. 



m." 

0,09242 
42 
42 

43 
44 
44 
45 
46 
46 
48 
48 
5o 
51 
52 
54 
55 
57 
58 
60 
61 
64 
65 
68 
0,09269 



Hemos puesto más cifras decimales de las que podrán 
apreciarse én la práctica para que se vea la marcha progre- 
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siva de los radios y sus diferencias, y porque estas últimas no 
serían apreciables si no se pasara del milímetro. No habrá, 
como se ve, inconveniente en considerar que, dentro de cada 
hoja, valen lo mismo los 10' de meridiano próximos al para- 
lelo superior que al inferior, y por lo tanto, nó se cometerá 
error al dividir en seis partes iguales la longitud del meridiano 
para trazar por sus puntos los diversos paralelos que serán 
transformados de los del globo separados uno de otro 10'. 



§ 70. De Jas relaciones de aumento y disminución que 
sufren las distancias al proyectarse en el Mapa, y que figuran 
en el párrafo 64, se "puede deducir la escala que deberá em- 
plearse en cada punto, y es lá q\ie sigue : 



ES 


CALA 




ESCALA 1 


LATITUDES. "" qv% " 

a 


OOVVIBBTB LA I>B 

I 
OO OOO 


LATITUDES. 


KM QUB 8B COVV1BBTB LA DB 

I 


200 OOO 


36° O' I 


199762 


40 o 10 


I 


200241 


IO I 


I998II 


20 


I 


200239 


20 I 


199838 


30 


X 


200235 


30 I 


199874 


40 


I 


200229 


40 I 


I9990S 


50 


I 


200221 | 


50 i 


199940 


41 o 0' 


I 


2002 1 2 


37° 0' x 


i 9997 1 


10 


I 


200200 


10 1 


199998 


20 


I 


200188 


20 1 


200028 


30 


I 


200174 


30 1 


200054 


40 


I 


200158 


40 X 


200078 


5° 


I 


200139 


50 1 


200101 








38° 0' 1 


200122 


42 o 0' 


I 


2001 19 


10 1 


200141 


10 


1 


200099 


20 1 


200159 
200x75 
200189 
200201 


20 


I 


200075 


30 1 
40 1 
50 1 


30 
40 

50 


I 

I 

I 


20005 1 
200025 ¡ 
199996 


39° 0' 1 


2002x2 


43° 0' 


1 


199966 


10 1 


200221 


10 


I 


199935 


20 1 


200229 


20 


I 


199902 


30 1 


200235 


30 


I 


199865 


1 40 1 


200239 


40 


I 


199829 


5o 


200241 


5° 


I 


199791 


40 o 0' 1 


200243 


44° 0' 


I : 199751 
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Si no quiere exigirse tanta precisión, bastará una escala 
para cada hoja, y aunque los errores que se cometan son ma- 
yores, no resultan sensiblemente apreciables en la práctica; 
á continuación se expresa la escala aproximada que conviene 
á cada hoja : 



Para las hojas i, 2 y 3 Escala de 

Para las hojas 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 Id. de 

Para las hojas 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18. . . Id. de 

Para las hojas 19, 20, 21 , 22, 23, 24 y 25 Id. de 

Para las hojas 26, 27, 28, 29, 30 y 38 Id. de 

Para la hoja 37 Id. de 

Para las hojas 31, 32, 33, 34, 35 y 36 Id. de 

Para las hojas 39, 40, 41, 42 y 43 • Id. de 

Para las hojas 44, 45, 46 y 47 Id. de 

Para las hojas 48 y 49 Id. de 



199809 

X 

"199963" 

z 
300 x 16 . 

X 

300208 

X 

300339 

X 

300331 

X 

300309 

X 

300x18 

X 

199 968 

X 

199831 
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CAPÍTULO VIII. 



EXAMEN DE LAS PROYECCIONES CÓNICAS Y COMPARACIÓN 
CON LA DE TISSOT. 



§ 71. Si se trata de construir el mapa de una pequeña 
zona terrestre, se podrá suponer, sin gran error, que la super- 
ficie de un cono tangente en toda la extensión del paralelo 
medio se confunde ó coincide sensiblemente con la parte del 
globo que se considera: lo mismo podríamos decir si, en vez 
del cono tangente, considerásemos uno secante según los 
paralelos extremos ú otros situados á iguales distancias de 
éstos y del medio de la zona. En todos estos casos la super- 
ficie del cono sustituye á la de la zona esférica, y por lo tanto, 
en aquélla suponemos trazados todos los accidentes de ésta y 
el problema se reduce á desarrollar sobre un plano la super- 
ficie cónica, cuestión fácil, y á calcular después los errores 
que se cometen por la sustitución de superficies. 

En la parte de esta memoria que trata de la historia de 
las proyecciones se podrá ver que, á partir de Ptolomeo, han 
sido muchos los geógrafos que se han ocupado en las proyec- 
ciones cónicas, y muchos también los mapas construidos con 
arreglo á ellas, lo cual es evidente prueba de las indudables 
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ventajas que presentan, siempre que se trate de representar 
países poco extensos en el sentido de la latitud. 

Dejando á un lado las proyecciones cónicas autogonales 
y las autálicas, por ser sus cálculos muy complicados, y por 
lo tanto la construcción de las mismas difícil, y porque 
además en las primeras son grandes las anamorfosis superfi- 
ciales y las angulares en las segundas, vamos á tratar de las 
proyecciones cónicas simples, que más propiamente podrían 
llamarse desarrollos cónicos. 

§ 72. Proyección cónica tangente.- Sea Qa (Fig. 20) 
la tangente al meridiano P s en el punto a, situado en el 
paralelo medio de la zona, cuyo Mapa queremos construir: 
esta tangente será la generatriz del cono y la directriz será el 
círculo paralelo cuyo radio es a a¡ el cono será de revolución 
y tangente á la esfera según el paralelo medio ; y suponiendo 
que se prolongan, hasta cortar á la superficie del cono, los 
planos de los meridianos y los de los paralelos del globo, los 
primeros lo harán según generatrices del mismo y los segun- 
dos según circunferencias de círculo: desarrollando sobre un 
plano este cono, los meridianos estarán representados por 
rectas concurrentes y los paralelos por arcos de círculo, que 
tendrán por centro común el punto intersección de las trans- 
formadas de los meridianos y por radios las magnitudes Qm, 
Qa, Qn.... que hay desde dicho punto á los de intersección 
de los planos délos diferentes paralelos con la tangente gene- 
ratriz. El paralelo medio estará representado en el Mapa por 
el arco A a A f (Fig. 21), y los extremos por los M m M f 
y Nn N\ y para trazar los meridianos se conoce el punto Q, 
por donde han de pasar todos ellos y el en que han de cortar 
al paralelo medió AaA\ que es el que está representado en 
su verdadera magnitud: trazando, pues, las rectas que pasen 
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por el vértice Q y por los diferentes puntos A,/, a y g y A f 
del paralelo medio del Mapa, se tendrán en éste las transfor- 
madas de los meridianos. 

Teniendo ya la cuadrícula que representa á los meridianos 
y paralelos del Mapa, es fácil situar en éste los puntos del 
relleno, guardando con estas líneas las mismas relaciones que 
tienen en el globo con los meridianos y paralelos. 

Sin necesidad de hacer cálculos puede observarse: i.°, que 
en esta proyección los meridianos cortan en ángulo recto á 
los paralelos como en el globo; 2. , que sólo en el paralelo 
medio estarán representados en verdadera magnitud los gra- 
dos de longitud; 3. , que dentro de una zona comprendida 
entre dos paralelos, las partes del globo que sean iguales esta- 
rán representadas en la proyección por partes iguales, sea 
cualquiera su longitud geográfica; 4. , que las diferencias 
iguales de latitud están representadas en la proyección por 
distancias diferentes que van disminuyendo desde el ecuador 
á los polos, y 5. , que las diferencias de longitudes geográfi- 
cas son mayores en el Mapa que en el globo, excepto en el 
paralelo central, en que son iguales. 

Una modificación se ha introducido para evitar el incon- 
veniente señalado con el núm. 4. y consiste en rectificar 

(Fig. 20) los arcos de meridiano ab 9 ac á partir del 

paralelo medio, llevando sus magnitudes sobre la tangente Q a 
de modo que a b = a m f , ac = an'; obteniendo así los puntos 

n¿ t¿ y trazando con los radios Qm\ Qrí los arcos 

de círculo que representarán en el Mapa los paralelos del 
globo que pasan por los puntos b> c y que antes se traza- 
ban con los radios Qm, Qn..,..\ así se consigue que iguales 
diferencias de latitud en el globo estén representadas en el 
Mapa por magnitudes iguales también. 

En todos los cálculos y razonamientos, que siguen, nos- 
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referiremos á la proyección cónica modificada del modo que 
acabamos de indicar. 

§ 73. Aunque casi todos los autores que tratan de esta 
proyección deducen las fórmulas considerando la Tierra esfé- 
rica, nosotros, para mayor exactitud, tendremos en cuenta el 
aplastamiento de los polos, como se ha hecho también en la 
proyección de Tissot. 

Para calcular el radio Q a del paralelo medio del Mapa, 
llamándolo como de costumbre r , y N. y Z„ al radio, la 
normal y latitud en el mismo punto, se tiene (Fig. 22): 

aa! = Q a eos Q aa' =» r sen Lo ) 

> r sen L 9 = N eos L ; 
aa' = ce' = ca eos acc' = N 9 eos L 9 ) 

y por tanto : 

r = N -2^4*- = tf o cot L . 

v sen Lo 

El radio de un paralelo cualquiera será igual al del medio 
r aumentado ó disminuido en el desarrollo s del arco de meri- 
diano comprendido entre el paralelo medio y el de que se 
trata ; y considerando como positivos los arcos de meridiano 
contados desde el paralelo medio hacia el Norte y como nega- 
tivos en el otro sentido, se tiene : 

r = r — («), 

siendo, como se sabe (capítulo II, párrafo 10), 

8 = p l + — p e* sen 2 L l*. 

Dando diferentes valores á /, se obtendrán los correspon- 
dientes de r, del mismo modo que se ha hecho en el capítulo 
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anterior : podremos, por lo tanto, trazar en el Mapa los para- 
lelos, y únicamente nos falta conocer el ángulo que han de 
formar los meridianos. 

Para esto supongamos que sea m la diferencia de longitud 
de dos consecutivos, y ^ el ángulo correspondiente en el 
Mapa; el valor del arco del paralelo medio del globo corres- 
pondiente al ángulo m es: 

B = aa' X m = Qa X m X se " L = r m sen L o ; 

en el desarrollo, el valor del arco de paralelo medio que 
corresponde al ángulo <\> es: 

£=r x<!>; 
y como son iguales por construcción, resulta: 

r X'!> = r rosen L ; 

de donde 

(jí = m sen L . 

Dando, valores diferentes á m se hallarán los de (|>, y 
tendremos datos suficientes para construir un Mapa; sin em- 
bargo, si se quiere mayor exactitud, será conveniente calcular 
las coordenadas de los diferentes puntos de encuentro de los 
meridianos y paralelos. 

§ 74. Sean (Fig. 23) OX meridiano principal, y O K, 
tangente al paralelo medio, los ejes coordenados. 

Las ordenadas ac, ac, a"c" tienen por expresión general: 

y = rsen<|>. 

Las a b\ aó, a" ó" son iguales á las diferencias que exis- 
ten entre el radio medio Q O y las proyecciones Q c\ Q c 

19 
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y Q c" de los diferentes radios sobre el eje OX, cuyo valor 
es r eos cp; por lo tanto, 



a; = r„ — r eos ty . 



Partiendo de las expresiones que hemos hallado para valor 
de las coordenadas x é y, podemos determinar las ecuaciones 
de los paralelos y meridianos, que resultan ser las mismas del 
capítulo VI, párrafo 5 2 : 

y = (r — se) tg <|> > Ecuación de los meridianos. 
y 2 + (**<> — #) = f* 2 j ídem de los paralelos. 

§ 75. Como se ve, las fórmulas deducidas para la pro- 
yección cónica simple tienen gran analogía con las del tercer 
sistema de Tissot, antes de modificar las de éste por la intro- 
ducción del factor (1 — 2), con objeto de reducir á la mitad 
las deformaciones; para poner de manifiesto las diferencias, 
van á continuación las fórmulas de los dos sistemas : 



Tercer sistema de Tissot. 



>N Q *J 



r =N cot L 



8 = p 1 + — p c e * sen 2 -£<> P 
<¡> = m sen ¿ 
« = r — r eos <]> 
y = r sen 6 



Proyección cónica simple. 



r =^ cot L 
r = r 9 — («) 

S = Pe ' + -7 Po ^ Sen 2 ^o ¿2 

<J> = m sen .L 
as = r — r eos 6 
y== r sen (¡> 



El radio del paralelo medio del Mapa tiene el mismo valor 
en los dos sistemas: no sucede lo mismo á los demás, que 
difieren en la cantidad -¿y¡r ; e l ángulo que han de formar en 
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la representación los meridianos es también el mismo en los 
dos sistemas, y por último, las coordenadas x é y son diferen- 
tes, por serlo también los valores de r en uno y otro. 

Si construyésemos dos Mapas de España, uno con arreglo 
al tercer sistema de Tissot y el otro con sujeción á la proyección 
cónica simple, y adoptáramos para ambos, como es natural, 
los mismos meridianos y paralelos medios, resultaría: i .°, que 
todos los meridianos coincidirían; 2. , que sus paralelos medios 
coincidirían también; 3. , que los paralelos extremos de la 
proyección cónica serían interiores á los mismos de la proyec- 
ción de Tissot, y 4. , que los paralelos intermedios irían aproxi- 
mándose entre sí á medida que decreciese la diferencia de 
latitud entre el paralelo medio y los que se consideran; todo 
esto en el supuesto de que no se introduce en las fórmulas de 
Tissot el factor (1 — z). 

El objeto que ha perseguido Tissot con la adición de la 
cantidad -^j al desarrollo s del arco de meridiano ha sido 
el de restablecer aproximadamente la verdadera relación en- 
tre la representación de la longitud y la de la latitud; si se res- 
tableciese por completo esta relación, resultaría análogamente 
al Mapa reducido de Mercator una proyección autogonal; pero 
en este caso, aunque se anularían las anamorfosis angulares, 
se aumentarían las lineales, contrariándose el propósito de 
Tissot de reducir á su mínimum todos los errores. 

§ 76. Para calcular las anamorfosis tanto lineales como 
angulares que produciría el sistema cónico simple aplicado á 
la construcción del Mapa de España, supongamos que se toma 
el meridiano de Madrid como principal y el paralelo de 40 o 
como medio. 

Cortándose en ángulo recto las transformadas de los meri- 
dianos y paralelos, sobre estas direcciones se verificarán la 



Digitized by 



Google 



— 148 — 

mayor y menor de las deformaciones que en cada pundo pue- 
den sufrir las distancias; los ejes de la elipse indicatriz serán, 
por tanto, el meridiano y el paralelo. Ahora bien: sabemos que 
los meridianos no sufren alteración, porque se han construido 
ya con esa condición; luego el eje menor de la elipse indicatriz 
estará siempre sobre el meridiano y su valor será el de éste, 
mientras que el eje mayor tendrá la dirección de la tangente 
al paralelo. 

Por lo tanto, sea cualquiera la latitud, se tiene siempre : . 

& = ¿= i. 

Para calcular el semieje a ó la anamorfosis k sobre el 
paralelo, observemos que el valor de un pequeño arco de 
paralelo sobre el globo es Rm, siendo R su radio y m la 
diferencia de longitud de sus extremos ; el valor de su trans- 
formado en el Mapa será r X ty y como <\> = m sen L Q , resul- 
tará que 

rm sen 40 o r sen 40 o 



a== & = - 



Rm R 



Dando á r y á R los valores que les corresponden á las 
diversas latitudes, se obtendrían los correspondientes para aók; 
pero como nuestro objeto es obtener los máximos valores de 
esta anamorfosis, no haremos aplicación más que á los puntos 
extremos. 

Para la latitud de 36 o se tiene: 

E = 5166190,3457, 
r = 8055972,4664, 

sen 40 o = 0,64278761 , 

y 

a = k= 8o55972,4664Xo } 6427876i 

5166190,3457 } 
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Para la latitud de 43 o 50', 

22=4608507,9067 

r = 7186231,3977 y 
a = k = 1,002324. 

En .el paralelo medio, por el cálculo y por construcción, 
obtendremos: 

a = k = 1 ,00000o. 

Para no alargar demasiado este trabajo, no calculamos 
más valores de la anamorfosis lineal sobre el paralelo para las 
diversas latitudes; pero sí haremos notar, que á partir del 
paralelo medio, bien hacia el Norte ó hacia el Sur, van aumen- 
tando progresivamente las anamorfosis k desde el valor 1 hasta 
el de 1,002324 que resulta en el paralelo de 43 o 50', ó hasta 
el de 1,002341 en el paralelo de 36 o ; y que mientras los 
paralelos sufren este alargamiento, los meridianos permanecen 
constantemente sin sufrir alteración. 

Dependiendo el valor de la máxima anamorfosis angu- 
lar 2 (o de la diferencia de las lineales h y k en cada punto, 
aquélla será nula cuando h = k , como ocurre en el paralelo 
medio ó de 40 o ; irá aumentando á medida que el punto que 
se considera se separa del paralelo medio, bien sea hacia el 
Norte ó hacia el Sur, y será la misma para todos los puntos 
de un paralelo; los mayores valores que puede tomar esta 
máxima anamorfosis angular corresponderán al paralelo 36 o 
y al de 43 o 50'. 

La fórmula para calcularla es (capítulo VI, párrafo 54) : 

k-h 

2 (O = 



sen r 
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En el paralelo de 36 o se tiene : 



= 487,7" = 8' 7 ",7; 



y en el de 43 o 50': 

484,2" == 8 f 4",2. 



ten 1" 



§ 77. Calculadas las máximas anamorfosis que produce 
la proyección cónica simple aplicada al Mapa de España, po- 
demos entrar de lleno en la comparación con el sistema de 
Tissot y hacer resaltar la influencia que tiene la cantidad -^j 
añadida al valor del desarrollo s del arco de meridiano, pues 
á dicha cantidad habrán de atribuirse las diferencias que existan 
entre los dos, que en todo lo demás son iguales. 

Antes de modificar el sistema de Tissot por la introducción 
del factor ( 1 — 2), resulta que el paralelo de 40 o no sufre alte- 
ración: lo mismo ocurre en la proyección cónica simple; en 
ambos sistemas resultan las superficies aumentadas con relación 
á sus homologas del globo, y este aumento va creciendo á me- 
dida que se separan del paralelo medio : en el sistema de Tissot 
todas las magnitudes lineales están exageradas, mientras que 
en el cónico lo están todas, excepto en la dirección de los me- 
ridianos. Esto, que parece una ventaja del sistema cónico, es 
un inconveniente, porque para apreciar en un mapa las distan- 
cias se tendría que hacer uso de varias escalas, según la direc- 
ción de la línea que se tratara de medir ; mientras que en el 
sistema de Tissot no hace falta más que una escala, porque 
las anamorfosis lineales vienen á ser sensiblemente iguales en 
el sentido del paralelo y del meridiano, y consiguientemente en 
cualquiera otra dirección, pues la alteración lineal correspon- 
diente ha de estar comprendida entre las otras dos, que son, 
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como hemos demostrado, la máxima y la mínima en cada 
punto: consecuencia de esto mismo es que las superficies 
resulten ensanchadas en el sistema cónico, mientras que en el 
de Tissot el ensanchamiento es casi igual al alargamiento y se 
puede tener muy en cuenta variando la escala con la latitud. 
Las máximas anamorfosis lineales en el sistema cónico son, 
á la latitud de 36 o : 

h = I; k = 1,002341, 

y á la latitud de 43 o 50, 

h = 1 ; A; = 1,002324. 

En el sistema de Tissot resultan para la latitud de 36 o : 

h =1,002424; k =1,002384; 

y para la latitud de 43 o 50' : 

h = 1,002068; k = 1,002104. 

Por lo tanto, en el sistema de Tissot la máxima anamor- 
fosis lineal en sentido de los paralelos es aproximadamente la 
misma que produce el sistema cónico, y en el sentido de los 
meridianos no hay deformación en el cónico y sí en el de Tissot. 

En cuanto á las máximas anamorfosis angulares, resulta 
que en el sistema cónico son: 

2 o) = 8' 7",7 para la latitud de 36 o , y 
2 i» = 8' 4",2 para la latitud de 43 o 50'; 



y en el de Tissot: 



2ü)=8",o para la latitud de 36 o ; 
2ü)= 7",2 para la latitud de 43 o 50'. 
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Esta diferencia tan notable entre los resultados que uno 
y otro sistema producen se debe, como ya hemos dicho, á la 
influencia que tenía la introducción de la cantidad -¿^j, que 
hace que se restablezca en el Mapa, aproximadamente, la 
misma relación entre un grado de longitud y otro de latitud 
que existe en el globo entre los mismos. 

Tissot dice que, aplicando al Mapa de España la proyec- 
ción cónica simple, resultaría la máxima anamorfosis lineal 
igual á 1,0560 y la angular de 3 ; mas como no presenta los 
cálculos, y el resultado obtenido por nosotros difiere bastante 
del suyo, suponemos que se referirá al sistema de que trata- 
mos al principio del párrafo 72, y que tampoco considerará el 
aplastamiento terrestre; pero para demostrar las ventajas de su 
sistema no creemos que es necesario recurrir á esos artificios. 

Si establecemos la comparación entre el sistema cónico y 
el de Tissot modificado por la introducción del factor (1 — s), 
que es como hemos calculado los elementos del Mapa de 
España, resulta: 

MÁXIMAS ANAMORFOSIS LINEALES. 



Sistema cónico. 


Sistema de Tissot 


i = 36' ÍÍ =I 

° ( k = 1,002341 


h =1,001214 
k = 1,001171 


£ = 43'S°' j? =I 

^° J l k =1,002324 


h = 1,001023 
k = 1,001067 


MÁXIMAS ANAMÓR 


FOSIS ANGULARES. 


Sistema cónico. 


Sistema de Tissot 


L = 36° 2ü) = 8' 7",7 


2(» = 8",o 


L = 43° 50' 2(ü = 8' 4'> 


2 (t> = 9",2 
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De aquí se deduce que la máxima alteración lineal que 
produce el sistema de Tissot es la mitad de la que resultaría 
aplicando el sistema cónico, y la máxima anamorfosis angular 
es cincuenta y tres veces más pequeña que la que produce el 
sistema cónico simple. 

§ 78. Proyección cónica secante extrema. —Si en vez 
del cono tangente al globo engendrado por la recta Q' a 
(Fig. 24), tangente al meridiano en el punto a medio de la 
zona que se quiere representar, suponemos un cono secante al 
globo por los paralelos extremos , podremos sustituir la zona 
del esferoide por la del cono secante, cuya generatriz es la 
recta Qbc y las directrices los paralelos que pasan por los 
puntos b c, extremos de la zona que se considera : vamos á 
deducir los elementos necesarios para construir un Mapa 
según esta proyección, y á comparar después sus resultados 
con los que ya conocemos de la cónica simple y de la de 
Tissot. 

Desde luego se observa que, desarrollando sobre un 
plano este cono, resultará de una forma semejante á la del 
sistema cónico tangente la cuadrícula de meridianos y para- 
lelos, variando únicamente las dimensiones. 

Siendo L y L f las latitudes extremas y Z la media, el 
ángulo 

cQO= -f [(90 o + L) - (90* - L')] = -f (L + V) = L.. 

El radio del paralelo en la proyección correspondiente á 
la latitud Ll es Q b,y su valor se deduce del modo siguiente. 

En el triángulo rectángulo Qbb f ', llamando r' á Qb y 
R' á b b' , se tiene: 

B' = bV = Qb X eos QbV = r' X sen b Qb' e= r' sen L \ 

20 
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del triángulo 6 b* b " se deduce : 

& = 6 b" eos V h V = N' eos 1/ ; 
y por lo tanto, 

r' sen L = N' eos Z' ; 

de donde: 



ten Z. 



De una manera análoga se obtendrá el valor del radio 
r = Q c > y resulta: 

R=z ce' = Qc X eos Q c c' = r sen c Q c' = r sen L 

y 

B =5 c c' eos c' c c" = iV eos L : r sen L c = iV eos L , 



t. t eos L 



sen L 



Obtenidos los valores de los radios extremos, se trazan 
eon ellos y un centro común dos arcos de círculo que repre- 
sentarán en el Mapa los transformados de los paralelos que 
limitan la zona del globo que se considera ; en dichos arcos 
se tomarán magnitudes iguales á las que corresponden en el 
esferoide para diferencias determinadas de longitud, y uniendo 
los puntos de uno y otro arco que corresponden á la misma, 
se tendrá el trazado de los meridianos, que concurrirán todos 
al centro de los arcos, como es natural. 

Para delinear los demás paralelos del Mapa, se dividirá el 
trozo de radio ó meridiano comprendido entre los paralelos 
extremos* en el número de grados que corresponda á la dife- 
rencia de latitudes de aquéllos; por los puntos de división se 
trazarán otros arcos concéntricos con lps anteriores, y se ten- 
drá formada la cuadrícula del Mapa. 
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El radio del paralelo medio será igual á ~ (r 4- r) \ ó sea: 

x • , , \ x / AT , cosí' , t cosí \ x / N 9 eos V + N coi L \ 

r = — (r + r) = — ÍJV' T - + N — ->) = — ( í ) = 

a x ' ' 2 \ sen í 9 sen L / a \ sen i / 

= — V ( ÜT eos L' + Neos L\ . 

3 scu Lo ^ ' 

Un radio extremo en función del radio ^ tendrá por ex- 
presión : 

r = r ± — (/-r)=r ± — (n' ^- - N -^-)= r ±— ±=r (N'cnL' -N*»L). 
a s V *tnL sen ¿o/ ssenX 

Por un procedimiento sencillísimo podrían calcularse otros 
radios. 

§ 79. Para determinar el ángulo c¡> que han de formar 
en el Mapa dos meridianos cuya diferencia de longitud sea m, 
tendremos presente que los paralelos extremos del globo están 
representados en aquél en su verdadera magitud, y que el 
valor de un arco de paralelo del globo á la latitud L\ y cuyos 
extremos tengan una diferencia m de longitud, es: 

B = bb'Xm = mX bb n eos b'bb" = mN' eos L\ 

El arco homólogo en la proyección vale: 



y por tanto : 



T T sen L 



m = — I ^— y 6 = w sen L Q . 
sen.L T 



Si tomásemos el otro paralelo extremo, cuya latitud es L, 
tendríamos: 

En el globo B = mN eos L\ 



En el mapa ,2? = <1> N =r- 

! T sen ¿o 
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y resultaría como antes: 



m N eos L = 6 N ^- 6 6 = m sen L A . 

T seni T ° 

Las coordenadas se obtendrían como en la proyección 
cónica simple y las fórmulas serán las mismas, si bien varían 
los valores de los radios; son, por lo tanto : 

x = r — r eos <¡> é y = r sen ty. 

Tenemos ya todos los datos para calcular los elementos 
del Mapa de España, con arreglo á la proyección cónica 
secante extrema, pues para ello no habría más que dar dife- 
rentes valores á L y m y se calcularían los r y ty correspon- 
dientes, y con estos últimos se deducirían los de las coordena- 
das x é y. 

§ 8o. Para comparar los resultados que se obtengan 
por este sistema con los del de Tissot, empezaremos por poner 
de manifiesto sus fórmulas respectivas: 



Tercer sistema de Tissot. 



r =# o cot L Q 



8 = p 1 + -^- p P sen 2 L Q P 



c|í = m sen L 

x = r — r eos <|> 
y=- r sen cj> 



Proyección cónica secante 
extrema. 



r = 



2 sen L 



r = r ± 



2 sen ¿o 



(N cosL' + NcosL) 



(JST eos L'-NcosL) 



c|í = w sen Z> 
x = r — r eos c|í 
y = r sen <|> 
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El ángulo que forman en el Mapa los meridianos será igual 
en las dos proyecciones; pero ni el radio del paralelo medio, 
ni los de los extremos é intermedios, ni las coordenadas son 
idénticas. 

El radio que corresponde al paralelo 36 o resulta: 



el de 44 o , 



* , 36 = 8 °37 165,53; 



r 4i = 7149582,69; 



y el radio del paralelo medio, 

r = 7593374,". 

Dividiendo la diferencia r 3 ¿ — r 4i por 48, tendremos el 
valor del desarrollo de meridiano correspondiente á una dife- 
rencia de latitudes entre sus extremos de io'; y resulta: 

8 IO ,= i849i m ,3i' 

He aquí los valores de algunos radios de paralelos y las 
latitudes á que corresponden : 



Proyección cónica secante 


extrema. 


L = 36 o ... 


. r = 8037165,53 


L = 37 ... 


r = 7926217,67 


L = 38... 


r = 7815269,82 


Ir = 39 .... 


. r = 7704321,96 


L = 40 . . . 


. r = 7593374,11 


L = 41 .. . 


. r = 7482426,25 


L = 42 . . . 


• r = 7371478,40 


L == 43 . . . 


. r = 7260530,54 


L = 44 . . . 


. r = 7149582,69 



Proyección de Tissot 
modificada. 



r = 8046579,25 
r = 7935540,49 
r = 7824583,84 
r = 7713675,48 
r = 7602781,57 
r = 7491868,29 
r = 7380901,83 
r = 7269848,34 
r = 7158674,01 
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Se ve por la tabla anterior que son mayores todos los 
radios en la proyección de Tissot, modificada para reducir las 
anamorfosis á la mitad, que en la proyección cónica secante 
extrema. 

En esta última todas las porciones de meridiano de io' 
son iguales á 18491,31 m.*, sea cualquiera la latitud, mientras 
que en la de Tissot la misma amplitud de aquel arco toma 
valores comprendidos entre 18481,07 y 18538,88, según 
sea la latitud. 

§ 81. Para llevar más adelante la comparación, vamos 
á calcular las anamorfosis, tanto lineales como angulares, que 
produciría este sistema aplicado á la construcción del Mapa 
de España. 

Como esta proyección no es autogonal y los meridianos y 
paralelos se cortan en ángulo recto, en la dirección de ellos 
sufrirán las máximas alteraciones las magnitudes lineales; los 
ejes de la elipse indicatriz estarán situados uno sobre el para- 
lelo y el otro sobre el meridiano. 

Para no alargar este capítulo, y por ser siempre las mismas 
las fórmulas que dan los valores de k, k y 2 (o , no ponemos 
más que los resultados para las latitudes que se expresan : 

L = $6 9 h = 0,999965 Je =1,000000 

¿ = 37 ¿ = °,999729 fc = o,999i54 

¿ = 38 ¿ = o,99955 6 ¿ = 0,998198 

£ = 39 ¿ = o,999383 ¿ = o,997727 

L = 40 h = 0,999209 le = 0,997552 

-L = 4* ¿ = 0,999034 ¿ = 0,997682 

£ = 42 ft = 0,998856 A: = 0,998104 

L = 43 h = 0,998680 k = 0,998509 

.L = 44 ¿ = 0,998532 &= 1,000000 
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Exceptuando los paralelos de 36 y 44°, que son autome- 
coicos, todas las demás líneas aparecerán reducidas en ésta 
proyección, y por lo tanto también las superficies. 

La mayor deformación lineal en el sentido del meridiano 
es 0,001468, y corresponde á la latitud de 44 o : en el sistema 
de Tissot resulta ser de 0,001214, ó sea algo menor; en el 
sentido del parálelo es de 0,002448 en el paralelo de 40 o en 
el sistema cónico, mientras que en el de Tissot es 0,001272, 
próximamente la mitad. 

Las diferencias h — k ó k — h y que casi se anulan en la 
proyección de Tissot, adquieren valores muy considerables 
en la cónica secante, y consecuentemente las anamorfosis angu- 
lares son grandes, siendo la máxima unas treinta y siete veces 
mayor que en aquélla. 



LATITUD. 


PROTECCIÓN CÓNICA SECANTE EXTREMA. 


PROTECCIÓN DE TISSOT. 


Valores 
de h — k Ó DE k — k. 


Valores de 2 u). 


Valores 
de h — k 6 DE k — h. 


Valores de2üj. 



36 


0,000035 


o 7,2 


0,000043 


8,6 


37 


0,000575 


i 59,8 


0,000019 


3,8 


38 


0,001358 


4 42,9 


0,000005 


1,0 


39 


0,001656 


5 45,o 


0,OOOOOI 


0,2 


40 


0,001657 


5 45,2 


0,000000 


0,0 


4i 


0,001352 


4 4i,7 


0,OOOOOI 


0,2 


42 


0,000752 


2 36,6 


0,OOOÓÓ5 


1,0 


43 


0,000171 


o 35,6 


0,000019 


3,8 


44 


0,001468 


5 5,9 


0,000051 


10,2 



Estos números indican las ventajas del sistema de Tissot: 
empleando éste, no se comete error al suponer que las ana- 
morfosis lineales que se producen alrededor de un punto cual- 
quiera son iguales é independientes de la dirección, mientras 
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que en el sistema cónico secante varían bastante según sean 
en la dirección del meridiano ó la del paralelo, y sería nece. 
sario adoptar varias escalas dentro de una misma hoja para 
poder medir con precisión una distancia cualquiera. 

Otro de los inconvenientes de la proyección cónica es la 
poca regularidad de las deformaciones: desde la latitud de 36 o 
á la de 40 disminuyen las anamorfosis h y k; pero á partir 
de 40 o hasta 44 aumenta la k y disminuye la h 9 dando lugar 
á que la proyección resulte notablemente desfigurada por no 
guardar los grados de paralelo y de meridiano en la pro- 
yección la relación que existe entre los mismos del globo ni 
aun de una manera aproximada, como resulta en la de Tissot. 

§ 82. Proyección cónica secante intermedia. — Gerardo 
KauíTman, más comunmente conocido bajo el nombre latino 
de Mercator, fué el primero que propuso reemplazar la super- 
ficie esférica cuyo mapa se tratara de construir por la de un 
cono secante que atravesara al globo por dos paralelos simé- 
tricamente escogidos, de tal manera, que se equilibren las 
contracciones y dilataciones de las superficies representadas 
en el medio y los extremos del mapa. 

StzcdafófFig. 25) la parte de un meridiano cualquiera 
de la zona cuyo Mapa queremos construir: dividiéndolo en 
cuatro partes ¡guales, cd, da, a/ y /ó, y haciendo pasar por 
los puntos dyfh. recta dfq, ésta será la que, moviéndose 
alrededor del eje de los polos, engendrará una superficie 
cónica que cortará al globo según los paralelos que pasan por 
los puntos/ y d, y cuyas latitudes son Z 2 y Z x : llamando L! 
y L á las extremas y L á la media, se puede admitir que : 



— - — — l.í — - — — ¿ 2 y — - — = A; =*A> 
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El ángulo 

<*«0 = -f [( 9 o' + X,)-(9o«-£,)]=-i-(£ 1 + X,) = L.. 

Del triangulo / Qf se deduce: 

//' = R- = Qfx eos Q//' = r' sen Z„; 

del///" resulta : 

//' = £'=/''/ X eos £, = iV, eos £ 2 ; 

é igualando estos dos valores de K , se tiene : 

t* sen £. = N, eos £, y *•' = N t -~¿-' 

Del mismo modo se obtendría : 

Siendo el radio r del paralelo medio igual á la semisuma 
de los anteriores, resulta: 

r ° ^ awlxo ^ cos L * + *» cos L ¿ m 

Dividiendo la diferencia r — r f en tantas partes iguales 
como grados tiene el arco de meridiano d/, se tendrá el 
incremento de un radio correspondiente á una diferencia de 
latitud de un grado, pues en esta proyección, como en la ante- 
rior, todos los grados de latitud están representados en la 
proyección por magnitudes iguales. 

§ 83. Conocidos los radios de los paralelos, nos falta 

averiguar el ángulo <j> que han de formar en el Mapa dos meri- 

21 
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dianos cuya diferencia de longitud en el globo r sea dfc/rpara 
esto observaremos que los paralelos que pasan por los puntos 
fyd 9 y cuyas latitudes son L t y L u estarán representados 
en la proyección sin sufrir deformación. 

Á la latitud Z, un arco dé paralelo vale en el globo : 

B=ff X fn~mN t eos V, 
su transformado en el Mapa es : 



y por tanto : 



-'^«-'^"♦^-Sé-i'"--^' 



<j> = m sen L Q . 

Si consideramos la latitud L i9 resulta análogamente en el 
globo •••: . - • 

¿' = dá'X«» = í» J Y í eos 2^; ;; 7 ^ 



y en la proyección : 



^-♦xfl¿«*Xr = tfli-=¿ : | 



;. 



e'iguálahdáios dos valores, resulta: 



-Wl 



•jríw'ii.-.'tiíi-Sé-i ♦» = 



* 



o ten I/ 



<|> = w sen Z ; ^ : 

de !mado que^l; ángulo de lo§ .meridianos es igual, en; todos 
loa sistemas cónicos, que coñsider#n)QS;y en el dftTissofc- 
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Comó la forma de esta proyección es análoga á la de las 
anteriores, las expresiones de las coordenadas rectangulares de 
los puntos de encuentro <íe los meridianos y parálelos son- las 
mismas, si bien varía, como es lógico, el valor de los radios r 
y r ; resulta, por lo tanto: 



x =5 r -r- r eos <|> 

y = rs<(n<¡>. ,. ^ 

Con todas estas fórmulas tenemos ya los datos' necesarios 
para calcular los elementos del Máípade España Cóh arregló á 
la proyección cónica secante intermedia; y de igual modo que 
se ha hecho con las anteriores, vamos á compafár las defor- 
maciones que resultarían con 
Tissot. 



las que produce éf 'sistema de 



§ 84. Suponiendo que el parálelo medió ¿s cótíio siempre 
el de 40°, el que pasa por/ tendrá la latitud £,==42% y el 
de cl> Z x = 38 o ; y los radios respectivos en la proyección son 
los que siguen : 

• rggo '== 7829374 m/, . : . / 

r 42 =57385^° J»-' y 
r = 7607347 m.V 

.De estos valores sé deduce que la diferencia.de radios de 
paralelo en la proyección, correspondientes á otiros del globo 
que. varíen entre sí un grado, es: ; 



íl»* 111013,50 na.*; ; 

y si varían solo 10', resulta: . , 

; : * W^ 1*5^,25 •'ra.VV 
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Con estos datos hemos formado la tabla de los valores de 
los radios de los paralelos del Mapa para las latitudes que se 
expresan, y al lado se ponen los que resultan de la proyección 
modificada de Tissot. 



Proyección cónica secante 


Proyección de Tissot 


Intermedia. 


modificada. 


L = 36 o . . . 


r = 8051401,00 


r = 8046579,25 


L = 37 ... 


r = 7940387.50 


r =5 7935540,49 


L = 38 ... 


r = 7829374,00 


r = 7824583,84 


L = 39 ... 


r = 7718360,50 


r = 7713675,48 


L = 40 . . . 


r = 7607347,00 


r # = 7602781,57 


L = 41 ... 


r = 7496333,5o 


r = 7491868,29 


L = 42 ... 


r = 73853*o>°° 


r = 7380901,83 


L = 43 ... 


r == 7274306,50 


r = 7269848,34 


L == 44 ... 


r = 7163293,00 


r = 7158674,01 



Todos los radios que corresponden á la proyección cónica 
secante intermedia son mayores que los de la proyección de 
Tissot; en ésta varían los incrementos de 10' de meridiano 
desde 18481,07 m.* á 18538,88, mientras que en la primera 
son todos iguales á 18502,25 m. 8 , sea cualquiera la latitud. 

§ 85. Para calcular las anamorfosis lineales y angulares, 
sabemos que la elipse indicatriz de cada punto tendrá uno de 
sus ejes en la dirección del meridiano y el otro en la del 
paralelo, ó mejor dicho, en la de la tangente que pasa por 
dicho punto, y que la mayor y la menor alteración que expe- 
rimentarán las unidades lineales serán en esas direcciones. 

Las fórmulas para calcularlas, así como también la que 
nos da la máxima anamorfosis angular 2 <o, ya las conocemos, 
por ser las mismas que hemos empleado en las otras proyec- 
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ciones; los resultados obtenidos van á continuación, expresando 
la latitud á que corresponden : 

O 9 99 

¿ = 36 ¿=1,000491 fc = 1,001771 2 (tí = 4 26,6 

ü = 37 ¿ = 1,000321 ¿=1,000744 2 ü> = 1 28,1 

.£ = 38 ¿=1,000149 jfc = 1,000000 2ü) = o 31,0 

£ = 39 ^ = o>999977 & = 0,999546 2(ü = i 29,8 

L = 40 ¿ = 0,999801 A: = 0,999389 2(o = i 25,9 

-L = 4* fi = 0,999625 A; = 0,999537 2(0 = o 18,4 

i = 432 ¿ = 0,999448 k =1,000000 2u)=i 55,0 

Z = 43..... . ¿ = 0,999270 ¿=1,000790 2 tu = 5 16,6 

£ = 44 ¿ = 0,999123 ¿=1,001915 2u) = 9 41,7. 

Del examen de los anteriores valores resulta : que desde 
la latitud 36 o hasta pasada la de 3 8°, los meridianos del Mapa 
están amplificados y en el resto reducidos : en cuanto á los 
paralelos, son automecoicos los de 38 o y 42 o ; los comprendi- 
dos entre éstos aparecen más pequeños en el Mapa y los demás 
más grandes ; las mayores anamorfosis lineales en el sentido 
de los meridianos corresponden á las latitudes 36 o y 44 o y 
son 1,000491 y 0,9991 23, algo menores que las queproduce 
el sistema de Tissot; en el sentido de los paralelos son para 
las mismas latitudes 1,001771 y 1,001915, y para la de 40 o 
°>999389, bastante mayores que las del sistema de Tissot; 
la máxima anamorfosis angular resulta ser en éste unas sesenta 
y cuatro veces menor que en la proyección cónica secante 
intermedia. 

Si se hiciera uso de ésta para construir el Mapa de España, 
resultaría, del mismo modo que con la de Tissot, su parte 
central contraída y el resto amplificado, como no puede menos 
de suceder, pues por la introducción del factor (1 — z) se ha 
convertido el cono tangente de la proyección de Tissot en un 
cono secante que atraviesa al globo por los paralelos autome- 
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coicos 37° io' i7",6i6 y 42 o 49' 42",384. Á pesar de ser 
tan parecidos ambos sistemas, el de Tissot tiene la. gran ven- 
taja de anular casi las anamorfosis angulares y de que sigan 
las lineales una ley más regular, para que no resulten exagera- 
damente deformadas las superficies en un sentido y no en el 
otro. El examen de las diferencias entre las anamorfosis h y k> 
que representan las unidades de medida, y el examen también 
de los valores de 2 cd en los dos sistemas, nos servirá para 
poner de manifiesto las ventajas que reporta el uso fie la pro- 
yección de Tissot. 



LATITUD 


PROTECCIÓN CÓSICA SJCANTE INTERMEDIA. 


PROTECCIÓN DE TISSOT MODIFICADA. 


Valores 
db h — * Ó DE k — h. 


Valores de 2 tu. 


Valores • 

DBA — ¿ÓDE"* — h. 


Valores de 2 (i). 



36 


0,00128o 


4 16,0 


0,000043 


8,6 . 


37 


0,000423 


i 24,6 


0,000019 


. 3,8 


38 


0,000149 


o 29,8 


0,000005 


•1,0 


39 


0,000431 


1 26,2 


O,0OO00I 


0,2 


40 


0,000412 


1 22,4 


0,000000 


0,0 


4i 


0,000068 


13,6 


0,OOOOOI 


0,2 •■'"■ 


42 


0,000552 


I 5°,4 


0,000005 


«>° 


. 43 


0,001520 


5 4,o 


0,000019 


3,8 


44 


0,002792 


9 iM 


0,000051 


10,2 



Estas grandes diferencias que existen entre h y k en la 
proyección cónica demuestran palpablemente que no podemos 
aceptar, como se hizo en el caso de la proyección de Tissot, 
el que las anamorfosis lineales en cada punto sean indepen- 
dientes de la dirección, y, como hemos dicho repetidas veces, 
Sería preciso adoptar varias escalas dentro de -una misma 
hoja* pues á la latitud de 44 o , una línea de 1 o oóó metros 
estaría representada en. el Mapa por diferentes dimensiones 



Digitized by 



Google 



- i6 7 - 

comprendidas entre 10019 y 9991 m. s , según la dirección. 
Es grave inconveniente el que resulta de que en una misma 
latitud, la de 43 o por ejemplo, el meridiano sea menor que 
en la superficie del globo, mientras el paralelo resulta ampli- 
ficado, y esto no ocurre en la proyección de Tissot, merced á 
la influencia de la cantidad y^r, y P or ^a razón, por ser casi 
nulas las anamorfosis angulares, y en general más pequeñas 
las lineales y superficiales , por ser sus fórmulas tan sencillas 
como las de cualquier otro sistema cónico y por conservar 
en el Mapa con bastante aproximación la misma relación que 
existe en el globo entre los arcos de paralelo y de meridiano, 
es indudablemente mejor el sistema de Tissot que cualquiera 
otro de los cónicos que hemos examinado. 
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CAPÍTULO IX. 



PROYECCIÓN LLAMADA DE BONNE Ó DE FLAMSTEED MODIFICADA.- 
COMPARACIÓN CON LA DE TISSOT. - PROYECCIÓN DENOMINADA 

DE FLAMSTEED. 



§ 86. La proyección de Bonne puede considerarse como 
una modificación de la cónica, que consiste en representar los 
paralelos por círculos concéntricos separados unos de otros 
por una distancia igual al desarrollo del arco de meridiano 
correspondiente en el globo. El valor del radio del paralelo 
medio del Mapa es la cotangente de su latitud ; sobre cada 
paralelo se toman, á partir del meridiano central, los valores 
de los desarrollos de sus arcos, calculados según sus respectivas 
latitudes, y que correspondan á graduaciones determinadas, 
y haciendo pasar líneas por todos los puntos de los paralelos 
de una misma diferencia de longitud, se tendrían en el Mapa 
las representaciones de los meridianos terrestres que resultan 
ser, como veremos, curvas trascendentes, cóncavas con res- 
pecto al eje, que es á su vez la transformada del meridiano 
principal. 

La invención de esta proyección se debe, en nuestro con- 
cepto, á Ptolomeo, el cual, en su segundo sistema, dio la idea 
que ha servido de base para que por sucesivos perfeccionamien- 
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tos, naturales en este y otros ramos de la ciencia, se llegue 
al que hoy se conoce más comunmente con el nombre que 
encabeza este capítulo. 

Efectivamente: el segundo sistema de Ptolomeo consiste en 
trazar cuatro arcos de círculo que representan el ecuador y tres 
paralelos, de los que dos de éstos son el superior é inferior 
del mundo conocido en su tiempo, y el otro el intermedio; 
sobre estos cuatro arcos se toman magnitudes iguales á los 
desarrollos de i°, 2°, etc., délos paralelos del globo, y unien- 
do los cuatro puntos que corresponden á una misma diferen- 
cia de longitud por medio de una curva, se obtienen los meri- 
dianos del Mapa. Las diferencias esenciales entre el segundo 
sistema de Ptolomeo y la proyección de Bonne consisten en 
que aquél no tomaba con toda exactitud para el radio del 
paralelo medio del Mapa la cotangente de su latitud y en que 
sólo en el ecuador y en tres paralelos se conservaban en su 
verdadera magnitud las diferencias de longitudes, mientras 
que en la de Bonne esta condición se cumple en todos ; pero, 
como se ve, estas diferencias no son suficientes, como preten- 
den los franceses, para quitar á Ptolomeo la gloria de haber 
inventado esta proyección. 

Permaneció este sistema olvidado hasta que Bernardo de 
Silva publicó en Venecia en i 5 1 1 una nueva edición de la 
Geografía de Ptolomeo^ y comenzó á ser transformado y 
mejorado por Pedro Apiano en 1 520: Orencio Fineo en 1 532, 
Guillermo le Testu en 1 566, y especialmente por Gerardo 
Kaufman, conocido más vulgarmente con el nombre latino de 
Mercator, el cual trazó en 1 584 el Mapamundi en esa pro- 
yección, conservando en todos los paralelos sus verdaderas 
magnitudes, si bien no puso de relieve todas las propiedades 
del sistema empleado. De modo que si admitimos que no es 
Ptolomeo el inventor de la proyección, no hay duda que ésta 
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debe ser atribuida á Mercator y de ningún modo á Bonne, el 
cual no le añadió nada que no fuera ya conocido. 

Los franceses designan esta proyección con el nombre de 
Bonne, del Depósito de la Guerra , del Mapa de Francia ó de 
Flamsteed modificada: le asignan el primer nombre por haber 
sido Rigoberto Bonne, ingeniero hidrógrafo de la marina, 
quien en i 752 hizo resaltar sus ventajas; el segundo y tercero 
por haber sido escogida, previo informe de una Comisión de 
Geógrafos eminentes, para la formación del Mapa Topográ- 
fico de Francia, levantado por el Cuerpo de Estado Mayor, 
y el cuarto porque habiendo sido conocida en Francia la pro- 
yección sinosoidal de Mercator, atribuida á Nicolás Samson 
por la publicación del Atlas celeste hecha por el ingles Flams- 
teed, se la bautizó con el nombre de éste á pesar de no ser 
su autor. 

La proyección de Flamsteed es de paralelos rectilíneos, 
separados uno de otro por distancias iguales á los desarrollos 
del meridiano del globo : por lo tanto, el meridiano central 
en el Mapa es una recta y está representado en su verdadera 
magnitud ; en los paralelos rectilíneos se conservan los grados 
de longitud en su verdadero valor también, y por esta causa 
todos los meridianos, excepto el central, son curvilíneos y for- 
man ángulos agudos con los paralelos, dando lugar á errores 
tanto más considerables, cuanto mayor sea la diferencia de 
longitud con el meridiano central. Para disminuir en parte 
estos errores, se sustituyeron los paralelos rectilíneos por arcos 
de círculo, cuyo centro común se halla situado en el meridiano 
medio, y desde este punto de vista puede considerarse la pro- 
yección de Bonne como una modificación de la de Flamsteed, 
por lo que se la conoce también con el nombre de proyección 
de Flamsteed modificada. 

Hoy día, después de las teorías de Tissot, se considera 



Digitized by 



Google 



— 172 — 

para el estudio á la proyección de Bonne como una mericó- 
nica y á la de Flamsteed como un caso particular de aquélla, 
haciendo que los radios de los paralelos sean iguales á oo, lo 
que la convierte en mericilíndrica. 

§ 87. El radio del paralelo medio del Mapa será, como 
en la proyección cónica tangente : 

r = N cot 2/ , 

y un radio cualquiera será igual al r oi aumentado ó dis- 
minuido en el valor del desarrollo s del meridiano com- 
prendido entre el paralelo medio y el de que se trata, y 
considerando que son positivos los contados hacia el Norte 
de dicho paralelo y negativos en el otro sentido , se tendrá 
siempre : 

El desarrollo de un arco de paralelo del globo, siendo la 
latitud L y m la diferencia de longitud de sus extremos, es: 

p = R m = m X N eos L. 

En rigor tenemos ya con estos valores de p> r y r bas- 
tantes elementos para poder construir un Mapa de España 
con arreglo á la proyección de Bonne, puesto que por las dos 
fórmulas primeras se pueden conocer los radios de los dife- 
rentes paralelos y por medio de la tercera los desarrollos de 
los grados de éstos para las distintas latitudes, y llevando las 
magnitudes de un grado sobre los paralelos del Mapa, se cono- 
cerían los puntos por los que deberían pasar los meridianos; 
pero las dificultades que ofrece construir éstos por puntos y 
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el temor de cometer errores en el trazado gráfico, tomando 
en vez de un arco de paralelo su cuerda respectiva, hacen 
preciso el cálculo de las coordenadas rectangulares de los pun- 
tos de intersección de los meridianos y paralelos y del ángulo 
que corresponde en el Mapa á una amplitud dada de paralelo 
terrestre. 

Empezando por este último, y considerando como ejes 
coordenados el meridiano principal y la tangente al paralelo 
medio, y llamando (Jj al ángulo que los radios vectores de las 
curvas meridianas forman con el eje de las x, ó sea con el 
meridiano principal, se tendrá : 

En el globo un arco de paralelo : 
p = m N eos L. 

• En el mapa el id. correspondiente : 

P = ♦ X r; 
y como estos dos valores son iguales, 

m N eos L = <¡> r ; 



de donde 



f N T 

cy = m — eos L. 

1 r 



En el paralelo central se tiene : 

N = N 9 ; L = L , r = r = N 9 X cot L 

y 

* =w X X ^Xcos¿ = mX-^cos¿ = msenX . 

Por lo tanto, tratándose del paralelo medio, su radio es 
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igual al de la proyección cónica tangente ó al de la de Tissot, 
y las representaciones de una misma amplitud angular del 
globo son idénticas en las tres proyecciones, por serlo tam- 
bién sus radios r y ángulos cp. 

El ángulo cp para todos los puntos de un mismo paralelo 
en que L, Ny r son constantes, varía proporcionálmente á 
la longitud m, y para todos los puntos de un mismo meri- 
diano cambia según la latitud L y también según la relación 
■y-; de donde se deduce que siendo $ distinto al pasar de uno 
á otro paralelo, los meridianos no son rectas concurrentes, 
sino curvas trascendentes. 

Sean (Fig. 26) XO el radio r del paralelo medio O A; 
r = XC el radio de un paralelo cualquiera; B un punto de 
este paralelo; <p el ángulo BXO, y BD = x, BB'=y las 
coordenadas rectangulares del punto B, que puede conside- 
rarse como la representación en el Mapa de la intersección 
del paralelo y del meridiano del globo, cuyas latitud y longi- 
tud son respectivamente L y m, evidentemente se tiene: 

x=BD=XO— XB' = r — r eos <j> 
y = OD = BB' = r sen $. 

El procedimiento para calcular las coordenadas por medio 
de estas fórmulas se reduciría á obtener, primero los valores 
de los radios de los paralelos correspondientes á las latitudes 
que se desearan, luego á calcular los del ángulo ty para los 
puntos convenientes, y sustituyéndolos en los de x é y, se ten- 
drían los resultados que se buscaban, y de este modo podría 
construirse con toda exactitud la cuadrícula de meridianos y 
paralelos del Mapa. 

Por todo lo dicho se deduce que el meridiano central es 
automecoico, así como también lo son todos los paralelos, y 
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por lo tanto la proyección resulta autálica, pues que los trape- 
cios de la supeficie esférica están representados por trapecios 
curvilíneos, en los que los lados paralelos son respectivamente 
iguales en longitud á los correspondientes del globo, y las 
alturas son también iguales en el globo y en la proyección ; 
de donde se deduce que las áreas son necesariamente las 
mismas. 

§ 88. No siendo líneas rectas los meridianos, es muy 
conveniente determinar los ángulos que forman al cortarse 
aquéllos y los paralelos del Mapa, los cuales ángulos nos ser- 
virán más adelante para calcular las anamorfosis, tanto lineales 
como angulares, que se producirán alrededor de cada punto 
empleando este sistema de proyección. 

Considerando un punto cualquiera del globo definido por 
sus coordenadas geográficas y su representación en el Mapa, 
determinada á su vez por las suyas rectangulares, el ángulo 
que forman en ésta el meridiano y paralelo que pasan por 
dicho punto podremos expresarle por 90 o — a ; y lo que tra- 
tamos de averiguar es el valor que en cada punto adquiere el 
ángulo a, que tan importante papel ha de representar en lo 
sucesivo. 

Sean (Fig. 2j) OXy O Y los ejes coordenados que pasan 
por el punto central O, O X el meridiano medio y O Y la 
tangente al paralelo medio O A; M M' y Q S el paralelo y 
meridiano que pasan por P, XP el radio de este paralelo 
y P P la tangente al meridiano en el punto P: el ángulo 
PXO será ^ y el P'PX=a el que tratamos de averiguar. 

Trazando el paralelo nrl infinitamente próximo al MM\ 
se deduce del triángulo CBP rectángulo en B: 

•U = tg£PC = tg«, 
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y de los sectores semejantes XnB y XMP la siguiente pro- 
porción: 

MP _ M X 

nB "~ nX ; 

y de ésta 

MP-nB MX — nX ._., ^ Mn ^^ 

MP = MX y M *-* B =HX MF - 

Llamando ¿ al desarrollo de un pequeño arco de meridiano, 
se tendrá Mn = ds; MX es igual al valor del radio r, y MP 
igual al producto ty X r del ángulo por el radio ; poniendo 
todos estos valores en la última expresión, resulta: 

MP-nB = — r^ = ^ds; 

de donde 

nB^MP—tyds. 

Al considerar el arco de paralelo nri infinitamente próxi- 
mo al MM\ se puede admitir que: 

dMM ' ~MP-nc = mdR\ 

siendo m la diferencia de longitudes de los extremos del arco 
y i? su radio en el globo. Ahora bien : como sabemos que 
(capítulo II, párrafo 9), 



se tiene: 



dR = sen Ld8 y 



MP — nC=- mdR = m sen Lds 



nC ■=■ MP — m sen Lds\ 
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y por lo tanto: 

S C = n J3 — nC = MP — 4#íís — MP + m sen Z ds = ás (m sen L — <j>) 

y 

JBC ds (w sen .L — 6) r , 

tg« = ^p= S *- = msen¿-*; 

fórmula general que nos da el valor de a en función de m L 
y «i, y de la que podemos deducir que a cambia de signo al 
cruzar el paralelo medio. En efecto: poniendo en vez de ty su 
valor, resulta: 

r m^cosX 
tg a = m sen L t= 



msenZr, ^ T rN msenX.-- T r lTN 
(r — N cot i) = (A cot ¿ — 8 — N cot ¿). 



Ahora bien: suponiendo que el paralelo medio es el que 
pasa por a (Fig. 28) y el de la latitud L el ¿, se tiene: 

N cot L = aa' , 

8 = arco a&, 

tf cot £ = &&', 

y por lo tanto : 

tg ce = (aa — arco ao — 00); 

y como evidentemente aa'> arco # ¿ + bb\ se deduce que a 
es positivo. Si el punto b estuviera por debajo del paralelo 
medio, se demostraría de un modo análogo que a es negativo 
y que en el paralelo medio se anula. 

A fin de calcular el valor de a para diferentes latitudes y 
longitudes, se transforma la fórmula de tg a en la siguiente, que 

23 
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es la que nos ha senado para determinar los valores que figu- 
ran á continuación: 



tg a = m sen L - 



mN eos L 



: m sen L « 



m£ 



> í sen L — — J * 



= —5— I sen L I. 

180 \ r J 



Valores que adquiere el ángulo a en los puntos de intersección de los 
meridianos y paralelos siguientes: 











MERIDIANOS. 


PIRiLILOS 












0° 


r 


2 o 


3 o 


A 9 


5° 


6 o 


V 


36° 
37 


e 
O 

O 


00 

00 


/ // 
— 02 25 


/ // 

— 0625 

— 449 


/ // 
-0713 










33 


O 


00 


— 01 36 


— 3 13 


— 4 49 




o ' /> 






39 


O 


00 


— 0048 


- 136 


— 2 25 


/ // 


— 04 I 






40 


O 


00 


0000 


000 


000 


00 


000 






4i 





00 


0048 


136 


2 25 


3 13 


4 I 


/ /' 


r ff 


42 


O 


00 


0136 


3 13 


4 49 


6 25 


802 


9 38 


11 14 


43 


O 


00 


02 25 


449 


7 13 


9 38 


1202 






43°,5o 


O 


00 








12 18 




1 



§ 89. Conocidos ya los ángulos que han de formar en 
el Mapa los meridianos y paralelos, es fácil hallar también el 
ángulo transformado de un azimut cualquiera: supongamos 
(Fig. 2p) que en el punto P del globo, correspondiente al P 
del Mapa, se traza una curva cualquiera P Lf que forme con 
el meridiano que pasa por el mismo punto un ángulo ¡3, cuya 
tangente será : 

CU 



tgp = - 



F C 



Sea Pg la transformada de esta curva y llamemos §' al 
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ángulo cPg que forma en el Mapa con el meridiano QcP; 
dicho ángulo (3' es: 

cPg=*cPB + BPg 6 BPg = V — *; 

por construcción es: 

CD'=cg y C'F = PB; 

de donde 

CV-CB + B, , , 8P =™ + ££=-g- + -g|-. 

Siendo los triángulos CBP y /^^ rectángulos en 2?, se 
tiene : 

t g CP2?=t g « = ^|-, 



y por lo tanto: 

y 



t g 2*^ = tg(p' -«)=-!!>; 



tgp = tg(P' — ct) + tga 

tg(p'-a) = tgp-tga. 



Si la curva I* I? estuviera á la izquierda del meridiano 
P f C, resultaría de una manera análoga: 

tg(p' + a) = tgp + tga; 

fórmula general é idéntica á la anterior, si se tiene en cuenta 
el signo del ángulo a. 

§ 90. Para calcular la anamorfosis lineal que experi- 
menta una distancia P f Lf que forma un azimut [J al proyec- 
tarse en el Mapa según P D, observaremos (Fig. jo) que: 

ángulo CFD'=: p, 

ángulo CPD=p' ; 

ángulo 5PC=a, 

BP^FC. 
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De los triángulos C P* Lt y BPD, rectángulos enCyB, 
se deduce: 

P'H eos C'P'D'^P'C» 
P'C P'C 



FD'= 



PD = 



eos C'PD' ~~ cosp ' 
PDcosBPD = PB, 
PB PB 



eos BPD eos (P' 4- a) ' 

y por tanto, la anamorfosis lineal : 



PB 



c 



_ PD __ cos(p'-f-g) __ cosj 

"~" P'D' ~" PC ~~ cos(P' + «) * 
eos p 

Poniendo en vez de eos ([}' + a), el valor que se deduce de 
la tg (fJ'-f-a), resulta: 

eos (P'+o) = \ = ? 

Ki + tg s (P' + «). Vi4-tg a p + 2tgptga + tg«a ' 

y 

___ eos P __ eos P 

C ~~ cosffl + q) """" i ~~ 



Vi-+-tg a P4-2t g ptga + tg s a 



= Veos* p -f- eos 2 P tg 8 P -f- cos a P 2 tg p tg a + tg a a eos* P = 
= V eos* p + sen 2 p + 2 sen P eos P tg a -f- tg* a eos* P = 



= V 1 + sen 2 p tg a + tg* a cos2 P • 

Haciendo (i = 90 se tendrá la anamorfosis lineal en el 
sentido del paralelo: 

c = k = 1, 

y en el del meridiano será para [J == o: 

c = A = Ki -f- tg*a =:seca. 
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Estas expresiones demuestran: i.°, que los elementos de 
los paralelos aparecen en el Mapa én su verdadera magnitud, 
como ya sabemos que debía suceder por construcción; y 2.° ? 
que los elementos de los meridianos sufren una deformación 
al proyectarse, deformación igual á seca; de manera que una 
pequeña parte del meridiano del Mapa es igual á su homologa 
del globo multiplicada por sec a. Esto último puede deducirse 
directamente; en el triángulo PBCse tiene: 

PCcosa = PB, 



PC 



PB 



""" PC ~ PC ~~ cosa — —- 

En la adjunta tabla figuran las anamorfosis lineales en el 
sentido de los meridianos, que son insignificantes, como puede 
verse: 



PARALELOS 


MERIDIANOS. 




Oo 


■ o 


2 o 


30 


40 


50 


6 o 


T 


36° 

37 

38 

39 

40 

4i 
42 

43 
43°,5<> 


1,000000 
I. OOOOOO 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
I,000000 


1,000000 
1,000000 

1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 


1,000002 
1,000001 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000001 


1,000002 
1,000001 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000001 
1,000002 


1,000000 
1,000000 
1,000002 
1,000004 
1,000006 


1,000001 
1,000000 
1,000001 
1 ,000003 
1,000006 


1,000000 
1,000004 


1,000000 
1,000005 



§91. Como los meridianos y paralelos del Mapa no se 
cortan en ángulo recto, no es en sus direcciones donde las 
distancias sufren la mayor y menor deformación; es, como 
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sabemos, en el sentido de las tangentes principales ó semiejes 
de la elipse indicatriz en cada punto donde se producen. Para 
calcularlas nos valdremos de las fórmulas (N) y (O) del ca- 
pítulo III, párrafo 26. 

(a4-&)* = (& — *)*sen*^0 + (*+*)* eos* -^0, 
(a - &)* = (h + k) sen* -i- + (h- *)*cos*-i-0, 

en las que son, como llevamos dicho en este capítulo : 

h = stca\k = i y = ct. 

Haciendo estas sustituciones, resulta : 

(a -f &)* = (sec a — i)* sen* — a + (sec a -f- 1 ) s eos* — a = 

= (sec a a — 2 sec a -j- i) sen* — a + (sec* a -+- 2 sec a -f- i) eos* — a =s 

= sec 2 a sen* — a — 2 sec a sen* — o -4- sen* — a -f- sec* a eos — a 4- 

3 2 ' 3 ' 3 ' 

+ 2 sec a eos* — a -f- eos* — a = sec* o (sen* — a -j" eos* ~ a ) + 

+ 2 sec a ( eos* — a — sen* — a) + sen* — a + eos* — a = 

= sec* a + 2 sec a eos a -f- i =?= 3 + sec* a . 

(a + 6)* = 3 + sec* a = 4 + tg* a, y 



(a.+ 6) = V 4 +tg*a, 

(a — 6)* = (sec a -f- 1 )* sen* — a -f- (sec a — 1 )* eos* — a = 

= (sec* a + 2 sec a + 1) sen* — a + (sec* a — 2 sec a -j- eos* — a = 

= sec* asen* — a-j- 2 sec asen*— a -f- sen* — a + sec* a eos*— a— 2 sec o eos* -^-a 4- 

3 3 3 3 3 

-f- eos* — a = sec* af sen* — a -J- eos* — aj -f- 2 sec a (sen* — a — eos*— a) 4- 

4- sen* — o + eos* — a = sec* a — 2 sec a eos a 4- 1 = sec* a — 1 = tg* a . 
3 3 

(a — 6)* = tg*a y 
(a — 5) = tg a . 
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Conociendo la suma a -f- b y la diferencia a — b de los 
semiejes de la elipse indicatriz, fácil es calcular el valor de 
cada uno de ellos, y así resulta : 



a = -f tg«+-f]A-htg«a =-i-tg«+]A + J?LíL, 



& = --£-tg« + 4-Y 4 + tg 2 a =_^tg« + y i+ ÍI^L ; 

y teniendo en cuenta el pequeño valor que adquiere a dentro 
del contorno de España , pueden despreciarse sus potencias 
superiores á la segunda, y así se obtienen las expresiones 
siguientes : 

a = i+-ftga+-^tg í a, 
b ±= i ¡- tg a + -|- tg* a ; 

por medio de las que se han deducido los valores de los semi- 
ejes de la elipse indicatriz, que á su vez son el máximo y 
mínimo valor de las anamorfosis lineales que se producen en 
cada punto, y son las que aparecen en los siguientes Estados; 

Valores de la máxima anamorfosis lineal a que resultaría empleando la proyección 
Bonne para la construcción del Mapa de España. 





MERIDIANOS. 


paralelos 






o» 


I o 


2 o 


30 


4 o 


5 o 


6 ° * 


7 o 


36° 


1,000000 




1,000933 












37 


1,000000 


1,000351 


1,000701 


1,001051 










3» 


1,000000 


1,000233 


1,000479 


1,000701 










39 


1,000000 


1,000116 


1,000233 


1,000351 




1,000584 






40 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


4i 


1,000000 


1,000116 


1,000233 


1,000351 


1,000479 


1,000584 






42 


1,000000 


1,000233 


1,000479 


1,000701 


1,000933 


1,001169 


1,001402 


1,001635 


43 


1,000000 


1,000351 


1,000701 


1,001051 


1,001402 


1,001752 






43° 5o' 


1,000000 








1,001791 
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Valores correspondientes de la mínima anamorfosis lineal b. 





MERIDIANOS. 


ritULBLOS 






0° 


1° 


2 o 


3» 


4 o 


5° 


6 o 


7 o 


36* 


1 ,00000o 




0,999071 












37 


1 ,00000o 


0,999648 


0,999299 


0,998950 










33 


1,000000 


0,999767 


o,999543 


0,999299 










39 


1,000000 


0,999884 


0,999767 


0,999767 




0,999416 






40 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


1,000000 


41 


1,000000 


0,999884 


0,999767 


0,999767 


o,999543 


0,999416 






42 


1,000000 


0,999767 


0,999543 


0,999299 


0,999071 


0,998832 


0,998600 


0,998367 


43 


1,000000 


0,999648 


0,999299 


0,998950 


0,998600 


0,998252 






43° 50' 


1,000000 








0,998213 









§ 92. Para determinar los valores de la máxima anamor- 
fosis angular 2 co nos valdremos de la fórmula ya conocida: 



a — b 



sustituyendo por a — b en cada punto el valor que le corres- 
ponde, que es el que sigue: 

Valores de a — b en los puntos de cruce de los meridianos y paralelos 
que se expresan. 





MERIDIANOS. 


PARALELOS 






o 


I o 


2« 


3o 


40 


5 o 


60 


7 o 


36° 


0,000000 




0,001862 












37 


0,000000 


0,000703 


0,0014020,002101 










38 


0,000000 


0,000466 


o,ooo936'o,oo 1 402 










39 


0,000000 


0,000232 


0,000466 


0,000703 




0,001168 






40 


0,000000 


0,000000 


0,000000 


0,000000 


0,000000 


0,000000 


0,000000 


0,000000 


4i 


0,000000 


0,000232 


0,000466 


0,000703 


0,000936 


0,001168 






42 


0,000000 


0,000466 


0,000936 


0,001402 


0,001862 


o, 00 2337 


0,002802 


0,003268 


43 


0,000000 


0,000703 


0,001402 


0,002101 


0,002802 


0,003500 






43°,5o 


0,000000 








0,003578 
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Con los datos anteriores se ha formado la siguiente tabla: 



Valores de la máxima anamorfosis angular 2 (o que puede producirse en cada 
uno de los puntos expresados. 



PARÁLELOS 



MERIDIANOS. 



o 



3 o 



36' 

37 

38 

39 
40 

41 
42 
43 
43° 50' 



o / ft 

o o 00 
o o 00 
o o 00 
o o 00 
o o 00 
o o 00 
o o 00 
o o 00 
o o 00 



o 2 26,5 

o 1 37,o 

o o 48,3 

o o 00,0 

o o 48,3 

o 1 37,o 

O 2 26,5 



o 6 27,9 

ó 4 52,0 

o 3 i5i< 

o 1 37/ 

o o 00,0 

o o 37,0 

o 3 i5,o 

o 4 52,0 



o 7 17,7 

4 52,0 

2 26,5 

o o oo : 

o 2 26,5 

o 4 52,1 
o 7 17,7 



00 



000,0 

o 3 15,0 
627,9 

o 9 43,7 
01225,4 



00 



o 4 3',3 

o o o,o 

o 4 3,3 

o 8 6,9 

o 12 9,1 



o o 00,0 



o / tt 

O 000,0 



o 9 43,7 



011 20,8 



§ 93. Del examen atento de las tablas anteriores, en las 
que sólo se han puesto las deformaciones correspondientes 
á puntos comprendidos en el contorno de España ó en las 
Islas Baleares, se deduce que la proyección llamada de Bonne 
da lugar á que se produzcan anamorfosis lineales mayores que 
las del sistema de Tissot: en efecto, la máxima y mínima son: 



Para la de Bonne. 



Para la de Tissot. 



a =1,001 791 
6 = 0,998213 

a= h =1,001214 
&=fc =0,998789. 



Aun es más notable la diferencia entre las máximas ana- 
morfosis angulares, pues mientras que aplicando el sistema 
de Tissot no pasa de 9", 2, empleando el de Bonne llega 
hasta 12' 25^,4. Cierto es que éste tiene la ventaja de repre- 

24 
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sentar las superficies en su verdadero valor; pero esta queda 
compensada con el inconveniente grandísimo de desfigurarlas 
más y más á medida que se separan del meridiano central. 
Aparte de esto, ya en la proyección de Tissot hemos calcu- 
lado las relaciones de aumento y disminución de las áreas, 
ó sean las anamorfosis superficiales, y puede determinarse 
en cada latitud la verdadera superficie del globo que se repre- 
senta en el Mapa. 

La diferencia entre a y b en cada punto, que casi se 
anula en la proyección de Tissot, adquiere valores considera- 
bles en la de Bonne, llegando á ser de 0,003578 á la latitud 
de 43° 50' y longitud de 4 , ó sea en las inmediaciones del 
cabo de Creus; lo que significa que en ese punto una longi- 
tud de 1 o 000 m.* puede estar representada ~ en el Mapa 
por 10017,91 ó por 9982,13, según sea su dirección; y por 
lo tanto, no es lícito admitir aquí, como hemos hecho en el 
caso de la proyección de Tissot, el hecho de que las anamor- 
fosis que sufren las líneas sean independientes de las direccio- 
nes que tienen éstas. 

Por último, en la proyección de Tissot, como en todas 
las cónicas, las alteraciones lineales y angulares son iguales 
para todos los puntos que tienen una misma latitud, sea cual- 
quiera su longitud geográfica, mientras que en la de Bonne 
van aumentando de una manera considerable para una misma 
latitud á medida que se separan del meridiano medio; y como 
las diferencias entre a y b siguen idéntica marcha, resulta que 
no puede establecerse una comparación entre todas las hojas 
de una misma zona que son iguales en figura y área en el 
globo, mientras que en el Mapa sólo lo son las áreas, y que 
los cuadriláteros que forman en el Mapa dos paralelos y dos 
meridianos, tienen sus diagonales de distintas dimensiones 
cuando son iguales en el esferoide. 
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Todas estas razones son bastante poderosas, en nuestro 
concepto, para desechar ahora y siempre la proyección llamada 
de Bonne, puesto que sus cálculos son más complicados que 
los de la de Tissot, y las deformaciones, excepción hecha de 
las áreas, son también mayores. Por estas causas no hemos 
calculado el ángulo a con la precisión que lo hubiéramos 
hecho si juzgáramos conveniente este sistema para el trazado 
del Mapa de España, y porque para nuestro objeto ha bastado 
obtener el ángulo a con errores menores de i". 

PROYECCIÓN DE FLAMSTEED. 



§ 94. Esta proyección consiste, como tenemos dicho al 
principio, en desarrollar en su verdadera magnitud el meri- 
diano central y representarlo en el Mapa por medio de una 
recta; por los puntos de ésta, que marquen los grados, me- 
dios grados, etc., de latitud, se trazan perpendiculares que 
corresponderán á los paralelos, y en ellas se toman los grados, 
medios grados, etc., de longitud en su verdadera magnitud 
también; uniendo todos los puntos de los paralelos que corres- 
ponden á una misma diferencia de longitudes, se tendrán los 
meridianos del Mapa, que resultan ser curvas sinusoides. Para 
el estudio de sus propiedades características y de formación, 
lo ipás cómodo es considerar la proyección de Flamsteed 
como un caso particular de la de Bonne, suponiendo que el 
paralelo medio es el ecuador, y por lo tanto que el cono 
se transforma en cilindro tangente á la esfera según ese círculo, 
y consecuentemente los transformados de los paralelos se 
convierten en rectas paralelas. 

Por estas sencillas indicaciones se concibe que la proyec- 
ción de Flamsteed, aplicada ai Mapa de España, tiene que 
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producir mayores errores que la de Bonne, y por este motivo 
no nos detendremos á determinar los elementos necesarios para 
formarlo, ó sean las coordenadas de los puntos de intersección 
de los meridianos y paralelos convenientes, y únicamente 
como curiosidad indicaremos las anamorfosis lineales y angu- 
lares que resultarían. 

El ángulo que forman al cortarse los meridianos y para- 
lelos del Mapa seguiremos llamándolo 90 o — a, y a podrá 
calcularse en cada punto por la fórmula general (párrafo 88): 

tg a = m (sen L ) , 

la que, haciendo r= 00, se convierte en: 



tg a = m sen L 6 tg a = -^~ 



sen L . 



Dando valores á m y L se obtienen los de a que figuran 
á continuación: 



PARALELOS 


MERIDIANOS. 


o 


I o 


r 


3 o 


40 


5 o 


6 o 


7» • 


36° 
37 . 
38 
39 
40 

41 
42 

43 

43° 5o' 


/ // 
00 

OO 

00 
OO 
00 
00 
00 
00 
00 


O t H 

36 6 

036 56 

037 45 
38 34 
39 21 
40 8 
040 55 


/ tt 
1 10 31 

1 12 12 

1 13 52 

1 15 30 

1 17 8 

1 18 40 
i 20 17 
1 21 46 


# // 
1 48 18 

1 5047 

1 53 14 

1 55 39 

1 58 3 

2 20 
2 2 40 


t >> 
2 34 10 
2 37 21 
2 40 28 
2 43 33 
246 5 


r n 

3 8 40 
3 12 38 
3 16 36 
3 20 31 
3 24 22 


1 n 
35i 3 

4 030 


, t // 
42925 

44025 



Conocidos los valores que puede adquirir el ángulo a en 
los puntos comprendidos dentro del contorno de España é Islas 
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Baleares, podremos calcular los valores de las anamorfosis 
lineales hy k, ó sea en el sentido de ios meridianos y para- 
lelos, y hallaremos como en la proyección de Bonne : 

Ji = sec a; 

lo que nos prueba: primero, que los paralelos del globo no 
sufren alteración, lo cual ya sabíamos que debía suceder, por 
construcción; y segundo, que los meridianos se deforman al 
proyectarse en el Mapa, y que están unos y otros en la relación 
de -¡¿^ . Dando á a los valores que le corresponden en cada 
punto, se puede formar la siguiente : 

Tabla de las anamorfosis lineales en el sentido de los meridianos para los puntos 
que se expresan, empleando la proyección llamada de Flamsteed. 





MERIDIANOS, 


FiRiLELOS 






Oo 


!• 


2o 


30 


40 


5° 


60 


7 o 


36* 


1,000000 




1,000210 












37 


1 ,000000 


1,000029 


1,000221 


1,000496 










38 . 


1 ,00000o 


1,000031 


1,000231 


1,000519 










39 


1,000000 


1 ,00006 1 


1,000241 


1,000543 




1,001508 






40 


1,000000 


1,000063 


1,000252 


1,000567 


1,000879 


1,001591 


1,001619 


1,003096 


4i 


1,000000 


1,000066 


1,000261 


1,000589 


1,001070 


1,001652 






42 


1,000000 


1,000068 


1,000273 


1,000613 


1,001106 


1,001706 


1,003452 


",003353 


43 


1,000000 


1,000070 


1,000276 


1,000637 


1,001139 


1,001774 






43° 5o' 


1,000000 








1,001178 









§ 95. No cortándose en ángulo recto en el Mapa los 
meridianos y paralelos, no es tampoco en la dirección de estas 
líneas en la que tienen lugar las anamorfosis máxima y mínima, 
sino en la de las tangentes principales, cuya dirección no nos 
importa conocer, y por eso nos limitaremos á calcular los va- 
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lores a y b en cada punto, valiéndonos de las fórmulas deter- 
minadas en el párrafo 91, en las que, sustituyendo por tg a sus 
valores, resultan las dos tablas siguientes : 



Valores de la máxima anamorfosis a en los puntos que se indican 


• 




MEBIDIAXOS. 


PARALELOS 






o 


I o 


r 


3 o 


4 o 


5 o 


6 o 


y» 


360 


1,000000 




1,010311 












37 


1 ,00000o 


1,005266 


1,010595 


1,015877 










38 


1,000000 


1,005387 


1,010802 


1,016245 










.39 


1,000000 


1,005507 


1,011044 


1,016611 




1,027836 






[40 


1,000000 


1,005625 


1,011281 


1,016969 


1,022689 


1,028440 


1,034223 


1,040036 


4i 


1,000000 


1,005741 


1,011515 


1,017423 


1,023163 


1,029035 






42 


1,000000 


1,005856 


1,011747 


1,017671 


1,023629 


1,029624 


1,035649 


1,041710 


43 


1,000000 


1,005969 


1,011974 


1,018008 


1,024090 


1,030200 






43° 5o' 


1,000000 








1,024467 









Valores de la mínima anamorfosis b correspondiente. 



PARALELOS 



MERIDIANOS. 



36° 

37 

38 

39 

40 

4i 

42 

43 
43° 5o' 



1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1,000000 
1 .000000 



0,994762 
0,994641 
o,994523 
0,994405 
0,994291 
0,994178 
0,994065 



0,989793 
0,989589 
0,989312 
0,989076 

0,988843 
0,988615 
0,988389 
0,988168 



0,984365 
0,98401 1 
0,983659 

0,983313 
0,982971 
0,982635 
0,982298 



o,9778i3 
0,977361 
0,976915 
0,976476 
0,976117 



0,972916 
o,972346 
o,97i783 
0,971228 
0,970684 



0,966909 
0,965577 



0,961504 
0,959960 



Para determinar la máxima anamorfosis angular 2 <o en 
cada punto, calcularemos primero los valores de a — b, que 
son los que figuran á continuación : 
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Valores de a - b en los puntos que se señalan. 





MERIDIANOS. 


PARALELO* 




O» 


I o 


r 


3 o 


4 o 


5 o 


6» 


7 o 


36° 


0,000000 




0,020518 












37 


0,000000 


0,010503 


0,021006 


0,031512 










3» 


0,000000 


0,010746 


0,021590 


0,032234 










39 


0,000000 


0,010984 


0,021968 


0,032952 




0,054920 






40 


0,000000 


0,011220 


0,022438 


0,033656 


0,044876 


0,0560940,067314 


0,078532 


4i 


0,000000 


0,011450 


0,022900 


0,034452 


0,045802 


0,057252 






42 


0,000000 


0,011678 


0,023358 


0,035036 


0,046714 


0,058396 


0,070072 


0,081750 


43 


0,000000 


0,011904 


0,023806 


0,035710 


0,047614 


0,059516 






43° 5o' 


0,000000 








0,048350 









Sustituyendo estos valores en la ecuación 

a—b 

2 o) _ 

sen 1" ' 

se determinan los siguientes : 
Valores de la máxima anamorfosis angular 2 o> en los puntos que se consignan. 





MEEIDIANOS. 


PARALELOS 






o 


I o 


2 o 


3° 


40 


50 


6 o 


7o 


36° 
37 


r rt 

OOOO 

00 


/ f 

36 28 


t tt 
I II 14 

I 12 56 


t // 
1 4925 










38 


00 


037 18 


I 14 57 


1 5i 55 






# 




39 
40 


00 
00 


38 8 
03857 


I 16 17 

1 17 54 


1 54 25 
1 56 51 


f ft 
2 35 49 


3 10 41 
3 14 46 


f ti 
3 53 44 


t tt 
43240 


41 


00 


39 45 


1 1931 


1 59 37 


2 39 2 


3 1847 






42 


00 


40 32 


1 21 6 


2 1 39 


2 42 12 


3 22 46 


4 3i8 


4 43 51 


43 


00 


41 20 


1 22 39 


2 3 59 


2 45 19 


3 26 39 






43° 50' 


00 








2 47 52 









Por todos los cuadros anteriores se demuestra de una 
manera clara que la proyección de Flamsteed produce defor- 
maciones mucho mayores que la de Bonne,*y por lo tanto es 
innecesario que nos detengamos en demostrar sus inconvenien- 
tes comparándola con la de Tissot. 
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CAPÍTULO X. 



PROYECCIÓN CILINDRICA DIRECTA. — ÍDEM TRANSVERSA.— 
DEFORMACIONES QUE PRODUCIRÍA SU EMPLEO. 



§ 96. Del mismo modo que sustituíamos la zona 'esfé- 
rica, cuyo mapa se trataba de construir, por la superficie de 
un cono, podemos reemplazarla por la de un cilindro que se 
aproxime á aquélla cuanto se pueda para que los errores sean 
los menores posibles : en la superficie cilindrica supondremos 
trazados todos los accidentes del globo, y desarrollándola sobre 
un plano, tendremos el mapa según la proyección ó desarrollo 
cilindrico . Dada la posición que ocupa España, se percibe á 
primera vista, sin entrar en cálculos más ó menos prolijos, 
que la proyección cónica podrá representar, mejor que la 
cilindrica y con menos error que ésta, el Mapa de nuestra 
Península, pues aunque se suponga un cilindro tangente según 
el meridiano de Madrid ó secante por el paralelo medio, los 
extremos de los cilindros se separarán más de la superficie 
esférica que los de los conos, y por lo tanto, las deformacio- 
nes serán mayores al sustituir la zona esférica por la superfi- 
cie cilindrica que si se sustituye por una cónica conveniente- 
mente escogida. 

25 
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Claro está que no se nos hubiese ocurrido escoger una 
proyección cilindrica para la construcción del Mapa de Espa- 
ña; pero con objeto de completar el trabajo, estudiando 
ligeramente esta clase de proyecciones, y porque las deforma- 
ciones que producen son fáciles de conocer y de calcular, 
vamos á hacer aplicación de dos sistemas cilindricos, uno 
directo y otro transverso, para el trazado del Mapa de España, 
y á calcular las anamorfosis lineales, angulares y superficiales 
que resultarían en cada uno de los sistemas. 



PROYECCIÓN CILÍNDRICA DIRECTA. 



§ 97. Estando España bastante separada del ecuador, 
no podemos aceptar el cilindro tangente á la esfera según ese 
círculo, porque se cometerían grandísimos errores en los grados 
de longitud, y para evitarlos, supondremos que por el paralelo 
medio a (Fig. jij pasa un cilindro secante á la esfera, cilindro 
cuyo eje será la línea de los polos. Desarrollando los arcos de 
meridiano a b y a c, y llevando sus magnitudes sobre la gene- 
ratriz del cilindro, se marcarán los puntos ó' y c\ los cuales, 
al girar alrededor de la línea de los polos, describirán circunfe- 
rencias que serán paralelas é iguales á la del paralelo medio, 
y que estarán separadas unas de otras por una distancia igual 
á la verdadera diferencia de latitud. Prolongando los planos 
meridianos hasta cortar á la superficie cilindrica, lo harán 
según rectas paralelas, que son las generatrices del cilindro ; al 
desarrollar éste sobre un plano, todas las generatrices que 
representan los meridianos serán rectas paralelas, separadas 
unas de otras por distancias iguales á las diferencias de longi- 
tud que existen entre los meridianos en el paralelo medio, y 
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las circunferencias, que representaban los paralelos, se desarro- 
llarán en líneas rectas también, perpendiculares á las primeras, 
y por lo tanto, paralelas entre sí y separadas unas de otras 
por las verdaderas diferencias de latitud. 

Por lo tanto, la red de meridianos y paralelos del Mapa 
estará formada por una serie de rectángulos cuyas bases son 
iguales, y las alturas lo serían también si se considerara la 
tierra como esférica, pues en este caso todos los grados de 
latitud tendrían el mismo desarrollo. 

El trazado de un Mapa con arreglo á esta proyección es 
muy sencillo, y se reduce, haciendo aplicación á España, á de- 
sarrollar en su verdadera magnitud el paralelo medio ó de 40 o , 
según una recta en la que marcaremos los grados, medios 
grados, etc., de longitud; por todos estos puntos se levantarán 
rectas perpendiculares á la primera, que representarán los me- 
ridianos; en cualquiera de éstos se tomarán las magnitudes de 
los grados, medios grados, etc. , de meridiano para las latitudes 
adecuadas, y por los puntos de división se trazarán rectas 
perpendiculares á los transformados de los meridianos, 

§ 98. Sólo con mirar á la figura puede observarse que 
á partir del paralelo medio, que es automecoico , se deforman 
las superficies , estando dilatada la parte Norte y contraída la 
Sur; y estas contracciones y dilataciones las sufren solamente 
en el sentido de ios paralelos, puesto que los meridianos del 
Mapa tienen las mismas dimensiones que los del globo, y por 
lo tanto , las superficies resultan notablemente desfiguradas y 
las deformaciones son tanto mayores cuanto más se separan 
aquéllas del paralelo medio. 

Para calcularlas observaremos que cortándose en ángulo 
recto los paralelos y meridianos del Mapa, y no siendo auto- 
gonal la proyección, los ejes de la elipse indicatriz en cada 
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punto estarán en la dirección del paralelo y del meridiano 
respectivo, y en estas direcciones se verificarán también la 
mayor y menor anamorfosis lineal. 

Siendo iguales los meridianos del globo y del Mapa, la 
anamorfosis h en el sentido del meridiano será en todos los 
puntos: 

h = i. 

Para obtener la anamorfosis k en el sentido del paralelo, 
observaremos que una pequeña porción de éste en el Mapa, 
sea cualquiera la latitud, vale 

m X Ai eos Z ; 

mientras que en el globo su valor es : 



y por lo tanto, 



k = 



m X A^cos Z; 



m X A» eos Z _ N eos Z 
m X N eos Z N eos Z 



Por medio de esta fórmula hemos calculado los valores 
que adquiere k para las diversas latitudes que figuran á conti- 
nuación , pues desde luego se ve que es independiente de la 
longitud geográfica. 



¿ 36° k = 1,055857 

Z 37 k = 1,042364 

Z 38 k = 1,028556 

¿ 39 k = 1,014434 

Z 40 ...... . k = 1,000000 



Z 41 o k = 0,985260 

Z 42 k = 0,970219 

¿ 43 * = o,954832 

¿ 43°5°'--.- * = o>94i876 



Para deducir las máximas anamorfosis angulares 2ü>, nos 
valdremos de la fórmula 



20) : 



a — 6 
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en la que a es la mayor de las h ó k en cada punto y b la 
menor; así resultan: 

L = 36° ¿ — ¿=0,055857 20) = 3° 13' 57' 

Z = 37 . . . . • ¿ — ¿ = 0,042364 20) = 2 27 6 

Z = 38 ¿ — ¿ = 0,028556 2(o = 1 39 1 

Z = 39 ¿ — ¿ = 0,014434 20) = o 50 7 

Z=40 ¿ — ¿ = 0,000000 20) = o o o 

Z =41 ¿ — ¿ = 0,014740 20) = o 51 11 

Z =42 ¿ — ¿ = 0,029781 20) = i 43 24 

Z = 43 ¿ — ¿ = 0,045118 210 = 23639 

Z = 43*50' ¿ — ¿==0,058124 20) = 3 21 49. 

Por último, las anamorfosis superficiales estarán represen- 
tadas en cada punto por el producto kxk\y como h es en 
todos igual á la unidad, quedará para anamorfosis superficial 
el valor de k. 

§ 99. Del examen de todos estos números resulta que 
las anamorfosis lineales son muy grandes en el sentido de los 
paralelos, y siendo nulas en el de los meridianos, habría nece- 
sidad de emplear varias escalas dentro de una misma hoja 
según la dirección que se tratara de medir. Si consideramos 
trazada en la superficie del globo una circunferencia cuyo 
radio sea de 10 000 m." y cuyo centro esté situado á la lati- 
tud de 43 o 50', se proyectará según una elipse cuyos radios 
tendrán distintas dimensiones comprendidas entre 10 000 m. 8 
y 10 581 m. s ; es decir, que habrá una diferencia de 581 m. s 
entre la menor y la mayor de estas líneas, que son todas 
iguales en el globo; diferencia muy considerable para que 
pueda despreciarse. 

También las deformaciones superficiales son grandes á 
medida que nos separemos del paralelo medio ; pero sobre 
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todo el mayor inconveniente es el de que las superficies resul- 
tan notablemente desfiguradas, por no sufrir alteración en el 
sentido de los meridianos y por verificarse la máxima en el 
de los paralelos. 

En cuanto á las máximas anamorfosis angulares, se ve que 
sólo dependen, como las lineales y superficiales, de la latitud 
y que llegan á valer hasta 3 21' 49". Por todas las razones 
expuestas, desechamos la proyección cilindrica directa para la 
formación de nuestro mapa. 

PROYECCIÓN CILINDRICA TRANSVERSA. 



§ 100, Supongamos un cilindro tangente á la esfera en 
el meridiano medio, y que por los puntos de éste que marquen 
los diferentes grados, medios grados, etc., de latitud hacemos 
pasar círculos máximos perpendiculares al meridiano medio, 
que se cortarán todos según una recta, situada en el plano del 
ecuador, que será el eje del cilindro y representará el mismo 
papel que la línea de los polos de la proyección anterior; divi- 
diendo los círculos máximos en partes iguales á partir de los 
puntos de intersección con el meridiano medio, y uniendo los 
que corresponden á una misma división, tendremos trazada 
sobre la esfera una serie de círculos menores cuyos planos 
son paralelos al del meridiano medio. Los círculos máximos 
son como los meridianos de las proyecciones cilindricas direc- 
tas; el meridiano medio es el ecuador y ios círculos menores 
los paralelos: para convencerse de ello no hay más que ima- 
ginar el cilindro tangente á la esfera según el ecuador y hacer 
girar toda la figura 90 o . 

Prolongando los planos de los círculos máximos y meno- 
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res hasta cortar á la superficie cilindrica, aquéllos lo harán 
según lineas rectas, que son las generatrices, y los otros según 
circunferencias: desarrollando el cilindro sobre un plano, resul- 
tará que las generatrices que pasan por las divisiones, del 
meridiano representarán á los círculos máximos y serán todas 
ellas paralelas entre sí y equidistantes si se supone la tierra 
esférica: las transformadas del meridiano medio y de todos 
los círculos menores serán también líneas rectas perpendicu- 
lares á las anteriores, pero no equidistantes. Para lograr la 
equidistancia, ó lo que es lo mismo, para que los círculos 
máximos estén representados en el Mapa por su verdadera 
magnitud, tomaremos en una cualquiera de las rectas que los 
representan partes iguales á los desarrollos de un grado, 
medio grado, etc., en vez de suponer que se prolongaban los 
planos de los círculos menores trazados por los puntos de 
división que correspondían á los grados, medios grados, etc., 
de dichos círculos máximos. 

Esta es la proyección de que hizo uso el célebre astró- 
nomo francés César Francisco Cassini de Thury para el tra- 
zado del Mapa trigonométrico de Francia, comenzado en i 745 
y terminado por su hijo Jacobo Dominico en 1 793; la adoptó 
porque en el levantamiento de pianos topográficos es muy 
fácil trazar el meridiano de un punto, pero no lo es tanto fijar 
el paralelo al ecuador. Si por un alineamiento levantamos una 
perpendicular al meridiano, dicha recta pertenecerá al primer 
vertical, del lugar que se considera, y el círculo paralelo no 
haría más que tocar ai primer vertical en su puntQ de encuen- 
tro con el meridiano, siendo éste y sus perpendiculares líneas 
que se trazan muy fácilmente por medio de operaciones astro- 
nómicas ó geodésicas. Por eso y para evitarse el cálculo de 
las coordenadas geográficas de los diversos vértices de la 
triangulación geodésica, empleó esta proyección Cassini y 
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dejó sin dibujar en las hojas del Mapa los meridianos y para- 
lelos, reduciendo sus cálculos á determinar las coordenadas 
rectilíneas de los vértices de la triangulación. 

Cassini adoptó el Observatorio de París como origen de 
coordenadas y el plano tangente al esferoide en dicho punto 
como plano de proyección : las intersecciones de los planos 
de este meridiano y primer vertical con el tangente daban 
respectivamente los ejes de las X y de las JP. 

A contar del punto origen de las coordenadas se trazaba 
con su verdadera magnitud y según su azimut, medido astro- 
nómicamente, el lado de un triángulo que partía de dicho 
punto y se levantaba, por decirlo así, el primer triángulo de 
la esfera hasta colocarlo en el plano; procedíase de un modo 
análogo con el segundo, y así sucesivamente hasta situar en 
el plano toda la red, sufriendo cada uno de los triángulos 
esféricos al transportarse al plano una deformación más ó 
menos considerable, según su magnitud. Para cada uno de los 
vértices de la triangulación geodésica calculaba las coordena- 
das rectangulares, ó sean las distancias al primer meridiano y 
al primer vertical; y á fin de no complicar los cálculos, adop- 
taba unas fórmulas sencillas que no representaban con exac- 
titud las distancias esféricas. Soldner hizo uso en i 810, para 
la construcción del Mapa topográfico de Baviera, y más tarde 
para los de Wurtemberg, Badén y Gran Ducado de Hesse, de 
otras fórmulas mucho más exactas que las de Cassini, y pue- 
den, por lo tanto, considerarse las coordenadas de Soldner 
como una segunda aproximación de las verdaderas distancias 
esféricas, pero que son poco aplicables en la práctica. 

Cassini no trazaba, como ya hemos dicho, en las hojas del 
Mapa ni los meridianos ni los paralelos, ni aun siquiera dedujo 
las fórmulas de estas curvas: Dionisio de Seyour, hacia el 
año i 769, presentó á la Academia de Ciencias de París las 
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fórmulas para calcular la longitud y latitud de un punto cual- 
quiera, conocidas sus coordenadas rectangulares: Bohnenber- 
ger en 1802, y posteriormente el Abate Ariani, dieron otras 
fórmulas más aceptables, y que fueron usadas para los Mapas 
de Austria é Italia, construidos según la proyección de Cas- 
sini; fórmulas bastante complicadas, y que se encuentran en 
casi todos los tratados de Corografía, por cuyo motivo y por 
el muy poderoso de que no hemos de hacer uso de ellas, no 
las ponemos á continuación , pues nuestro objeto se reduce á 
calcular las anamorfosis lineales, angulares y superficiales que 
resultarían si se construyese el Mapa de España según la 
proyección que estudiamos. 

§ 1 01. Hemos visto que la cuadrícula de la proyección 
Cassini estaba formada por dos series de líneas rectas, per- 
pendiculares las de una serie á las de otra; de manera que, 
bajo el punto de vista de la figura, puede considerarse análoga 
esta proyección á la cilindrica directa; pero no debe olvidarse 
que las líneas perpendiculares no representan en la proyección 
de Cassini á los círculos meridianos y paralelos; éstos resultan 
ser líneas trascendentes. 

Como esta proyección es un desarrollo cilindrico, se com- 
prende á primera vista que aquellos puntos más próximos á los 
de contacto del cilindro y de la esfera, es decir, los del meri- 
diano principal y las zonas más inmediatas á él, han de sel- 
las que resultan más fielmente representados; por lo tanto, 
puede entenderse el Mapa cuanto se quiera hacia el Norte ó al 
Sur, pero no deberá hacerse mucho hacia el Este ó el Oeste. 

Todos los círculos máximos que forman en la esfera 
ángulos rectos con el meridiano principal, aparecerán en la 
proyección como rectas paralelas entre sí y perpendiculares á 
la que representa á dicho meridiano: en un mapa de poca 
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extensión -, aunque* es* notable esta- anomalía, no lo es tanto 
como si se trátate de un hemisferio, pues en éste resultaría 
que el ecüadpr y él meridiano situado á los 90 o de longitud 
del principal, que en la esfera se cortan en ángulo recto, en la 
proyección serían rectas paralelas. 

Para calcular la máxima y mínima anamorfosis lineales a 
y b en cada punto, podríamos hacer uso de las fórmulas 
t generales, determinando antes las que se producen en el sen- 
tido del meridiano y paralelo y la angular de estas líneas; 
pero este procedimiento es muy largo y se puede sustituir 
con ventaja, como vamos á ver. 

En la esfera se cortan en ángulo recto los círculos máxi- 
mos, que hemos considerado, con el meridiano principal y con 
los círculos menores paralelos á éste; en la proyección sucede 
lo propio con las representaciones de estas líneas: luego los 
ejes de la elipse indicatriz estarán, en cada punto, en la direc- 
ción de las expresadas líneas, y el valor de las anamorfosis 
a y b será el de los semiejes. 

De estas sencillas consideraciones se deduce que los ejes de 
las elipses indicatrices en todos los puntos son paralelos entre sí. 

Ahora bien: por construcción, sabemos que las partes de 
círculo máximo perpendicular al meridiano principal están 
desarrolladas en la proyección en su verdadera magnitud, y 
por lo tanto, la deformación lineal en ese sentido es nula, ó lo 
que es lo mismo, uno de los semiejes de la elipse indicatriz es 
igual á la unidad. . 

Para determinar el otro observaremos que un triángulo 
esférico ABC (Fig. 32), que tenga por base una parte BC 
del meridiano principal y por vértice opuesto el polo A de 
dicho meridiano, siendo, como es natural, sus lados ABy AC 
arcos de círculos máximos perpendiculares al plano del meri- 
diano-principal, aparecerá en el mapa como un rectángulo cuya 
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base ■& t" será igual á-1 desatrolló del aireó BC y y cuya altura 
L B> A eá el desarrollo del arco AB o del ^ttQ J4C Siendo 
tf,cdyaó arcos de círculos menores ^paralelos ^al ntéridíano 
principal, sus transformados en el rriápa* serán W *écíás pars^ 
lelas é iguales ef,cd f y ctí', y : h¿ reláéiótiefc ' -^V -^-, 
~^7!r> *Tp y -^^^ nos- representan encada puntd í-'fel valor del 
otro semieje de la elipse indicatriz, que será ti mayor tt, 
puesto que todas esas relaciones senr mayores que la unidad, 

excepto ía primera, que es igual. - - - --- - 

Ahora bien: si consideramos la tierra esférica, resultará 
que el valor del arco \Z?C es igual á mXR, siendo R el radio 
de la esfera y m el valor del ángulo diedro que forman los 
dos círculos máximos que consideramos ¿y el de los arcos 
aó = mX Rj cd^mxR^ eJ^=m%R'J siendo R í9 R %y R z 
los radios de los círculos menores; por lo tanto, 

a t= •-_ — =- = - ■''■ = i en todos íes puntos del meridiano medio; - 
li C m, R v . , 

a = — — = -^5- = -^- en id. id. del círculo menor a b ; l 

Designando por 8', -8", §'">& distancia^ de r los círculos 
menores a$, cd^ ef al meridiano principal, expresada en 
grados, .se. tendrá: . 7 

R S = R eos o" '-• ■ ' "- ; ' ^ ' : - : 
R 9 = R eos &'"; 

y consecuentemente, .- .... ^ 4 . ' 4 , . 
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expresiones que nos prueban que todos los arcos de los círcu- 
los menores que consideramos están aumentados en el mapa 
en la relación de sec í; que no hay ninguno que esté dismi- 
nuido; que el valor de la máxima anamorfosis lineal en cada 
punto, ó lo que es lo mismo, el semieje mayor a de la elipse 
indicatriz, es a = sec á, y que es paralelo en todos los puntos 
al meridiano principal. 

Considerando como esférica la tierra y dando á § valores 
de grado en grado, se obtienen para a los siguientes: 

o = o° a = 1,000000 

8 = i° a = 1,000150 

& = 2° a =1,000610 

o = 3 tt a = 1,001372 

= 4° a = 1,002446 

o = 5° a = 1,003825 

3 = 6° a = 1,005710 

8 = 7 o a = 1,007506. 

Á medida que aumenta la distancia § al meridiano princi- 
pal, va creciendo también con mayor rapidez la anamorfosis 
lineal a, y llegaría á alcanzar el valor a = 00 para § ± 90 o ; por 
cuya razón hemos dicho antes que la proyección de Cassini no 
puede aplicarse cuando el mapa tenga mucha extensión de 
Este á Oeste. 

Conocidos los valores de los ejes de la elipse indicatriz 
en cada punto, es fácil determinar las máximas anamorfosis 
angulares 2 <ü, para lo cual empezaremos por hallar las dife- 
rencias entre/* y ó, que son: 

Para o = o a — b = 0,000000 

» 8 = i° — 6 = 0,000150 

» B = 2 a — b = 0,000610 

» = 3° a — 6 = 0,001372 

» o = 4° a — b = 0,002446 

» 5 = 5° a — b = 0,003825 

» 8 = 6° — 6 = 0,005510 

» Z = 7 o . a — 6 = 0,007506; 
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y por lo tanto, los valores de 2 (o son aproximadamente : 

Para 8 = o° 2 ci> = o° o' o" 

» 8=i° 2(i)=o 031 

» = 2* 2ü> = o 2 7 

» o = 3° 2 (o = o 4 46 

» 15 = 4 o 2 a) = o 8 29 

» = 5° 2(i) = o 13 17 

» 5 = 6° 2 a) = o 19 8 

» o = 7 P ... 20) = 026 3. 

La anamorfosis superficial en cada punto está representada 
por el producto a y, ó; y como 6 es siempre igual á la unidad, 
resulta que las superficies del mapa aparecen aumentadas en 
tanto como lo son las medidas lineales paralelas al meridiano 
principal. 

Aunque las deformaciones producidas por el sistema de 
Cassini resultan más pequeñas que si se emplease la proyec- 
ción cilindrica directa, son, sin embargo, mucho mayores que 
las análogas de las cónicas de Bonne, Flamsteed y de Tissot, 
y por lo tanto, no conviene aplicar á España la proyección 
de Cassini. 
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CAPÍTULO XI. 



NOCIONES HISTÓRICAS. 

§ 1 02. Son tantos los sistemas empleados en el trazado 
de mapas, y de tal manera se han ido modificando sin sujeción 
á una ley constante, que seria tarea tan penosa como de escasa 
utilidad práctica seguir el orden cronológico de los perfec- 
cionamientos sucesivos que los cartógrafos de los diferentes 
países y épocas han ido introduciendo* para Convertirlos anti- 
guos mapas, de forma más ó menos arbitraria, eri los moder- 
nos de construcción científica; á menudo veríamos mezclarse 
unos métodos con otros, y en ocasiones varias tendríamos 
que retroceder para buscar antecedentes casi relegados al ol- 
vido, resultando un conjunto abigarrado en él que seria difícil 
seguir paso á paso la historia de un sistema determinado de 
proyección. Para eludir talesinconvenientes, no. hay más reme- 
dio, en obsequio á la claridad, que ceñirse á una clasificación, 
y desde luego adoptaríamos la más científica de Tissot si fuera 
más conocida y empleada, y no comprendiera dentro dé un 
mismo grupo sistemas cuyos aspectos geométricos son total- 
'" mente distintos. Á fin de hacer más cómoda la tarea, aceptare- 
mos la clasificación más generalmente conocida, poniendo én 
primer lugar todas las proyecciones perspectivas, y agrupando 
las restantes según la naturaleza de las líneas que forman la 
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cuadrícula de meridianos y paralelos; dando dentro de cada 
grupo las oportunas noticias históricas para formar una idea 
de cómo se han ido verificando los sucesivos progresos, los 
nombres de sus autores y las épocas en que se han realizado. 

No se sabe á punto fijo cuándo empezaron á usarse los 
mapas: hay quien sostiene, valiéndose de una interpretación 
plausible de textos antiguos, que los egipcios, bajo el reinado 
de Sesostris, diez y seis siglos antes de Jesucristo, ya los 
empleaban; pero con seguridad no hay datos bastantes para 
afirmarlo en redondo, y queda, como primer mapa de que se 
tiene noticia, el construido por Anaximandro (550 años antes 
de Jesucristo), al que siguieron los de Hecateo, Eudoxio y 
Dicearco. En él se inspiraron Eratóstenes, Hiparco , Marino 
de Tiro y Ptolomeo, el cual escribió sus famosos libros 
acerca de la Geografía y compuso los aún más célebres mapas. 
Grande fué el progreso de unos á otros geógrafos, debiéndose 
á Dicearco el sistema de contar las longitudes y latitudes por 
estadías, y á Marino y Ptolomeo, siguiendo á Hiparco, el dibujo 
en los mapas, los meridianos y paralelos, estableciendo la 
división gradual. 

Los romanos heredaron de los griegos y de las escuelas 
de Rodas y Alejandría la afición de los mapas, cuyo uso era 
muy común en Roma, como lo atestiguan, entre otros datos, 
el célebre de Agrippa, primer ministro de Augusto, en el cual 
mapa se comprendía todo el Imperio romano, y por último, 
la disposición que adoptaron de adornar todos los edificios 
públicos, especialmente las escuelas, con aquellas representa- 
ciones terrestres. 

Á medida que la civilización avanza, se desarrolla al par 
la afición por la geografía, y por eso los árabes fueron muy 
afectos á cultivar esta ciencia; hay quien supone que encon- 
traron y tradujeron las obras de los griegos, y especialmente 



Digitized by 



Google 



las de Ptolomeo, hacia el año 800 después de Jesucristo, 
y construyeron muchos mapas, de los cuales se cita el que 
acompañaba á la obra escrita por Edrisi en Sicilia, en la corte 
del Rey Rugiero. 

En la Edad Media surge la cartografía náutica: el acre- 
centamiento del comercio, el movimiento marítimo produ- 
cido por las Cruzadas y la invención de la brújula le dieron 
gran impulso en el siglo xiv ; los mapas de principios de este 
siglo construidos en Genova, Venecia, Pisa, y los de los cata- 
lanes y mallorquines, representaban con bastante exactitud los 
mares más frecuentados , Negro , Adriático y Mediterráneo, ' 
aunque no marcaban meridianos ni paralelos, ni contenían 
indicación de los valores de las longitudes y latitudes geográ- 
ficas, limitándose soló á hacer constar las distancias y direc- 
ciones , productos de la exactitud con que se conocían estos 
elementos en fuerza de la gran práctica alcanzada por la 
repetición de los viajes, en tanto que se ignoraban los métodos 
adecuados para determinar con precisión las latitudes y difé-r 
rencias de longitud. Por esta circunstancia, á pesar de que al 
finalizar el siglo xm se conoció en Italia la obra de Ptolomeo 
por la traducción latina de Jacobo, Ángel de Scarperia, y se 
divulgó y empleó su sistema de construcción de mapas, fun- 
dado en el conocimiento de las longitudes y latitudes geográ- 
ficas, los primeros resultaban muy inferiores, especialmente 
en la representación de los mares, á los náuticos de que hemos 
hablado, por ser pocas y mal conocidas las latitudes obser- 
vadas ó tomadas de las obras de Ptolomeo, y escasas, inciertas 
y mal distribuidas las longitudes. Poco á poco se fué mejo- 
rando el sistema merced á los esfuerzos de diversos cartógra- 
fos, debiendo citar entre éstos á Jacobo Gastaldo y Abraham 
Ortelio; pero el que verdaderamente dio un paso gigantesco, 

convirtiendo en ciencia la cartografía, fué Gerardo Kauffman, 

27 
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el cual regeneró el sistema, perfeccionó los datos antiguos* 
tomó otros nuevos é inventó varios sistemas para el trazado 
de los mapas: él fué quien divulgó la perspectiva estereográ- 
fica meridiana, el que perfeccionó el método homeótero de 
Ptolomeo, el que, antes que Samson y Flamsteed, ideó y aplicó 
las proyecciones sinusoidales, y el que inventó para los mapas 
náuticos la nueva proyección á que va unido su nombre latino 
de Mercator. Después de éste, muchos escritores ilustran esta 
ciencia, entre otros, Servent, Fournier y Varen; se perfec- 
cionan las antiguas y modernas proyecciones y se inventan 
otras, como tendremos ocasión de ver. 



PROYECCIONES ESTEREOGRÁFICAS. 



§ 103. Esta proyección parece que fué imaginada por 
Hiparco (130 años antes de Jesucristo) para la representa- 
ción de la esfera celeste, y le dio el nombre de Planisferio. 
Generalmente ha sido atribuida su invención á Ptolomeo, 
el que, si no la ideó, la divulgó y transmitió á la posteridad: 
en el libro I, titulado Planisferio, de su obra enseñó á pro- 
yectar los diversos círculos celestes sobre el plano del ecua- 
dor, suponiendo el ojo colocado en el polo opuesto al hemis- 
ferio cuya representación se busca: no se conoce el texto 
griego, sino una traducción latina, hecha en 1 144 de una 
manera imperfecta de otra versión arábiga, debida á Maslem, 
que varios escritores, y entre ellos Delambre, atribuyen á 
Rodolfo de Bruges; pero D'Avezac y otros suponen que 
alguno de los geógrafos que vinieron á España á estudiar 
las obras de los árabes, como Adalberto, Gerardo; de Cre- 
mona y Platón de Tivolí, fué el que rescató . aquel, aunque 
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imperfecto, precioso tratado. Á los árabes sé debe fto sólo 
la conservación y transmisión del Planisferio de-Ptolomeo, 
sino también haber sustituido la estereografía polar por la 
horizontal y la meridiana : el autor de esta modificación fué 
el árabe Abuizac de Azarquiel, que vivió en Toledo á media- 
dos del siglo xi. Se ha conocido esta proyección con el nom- 
bre de Astrolabio de Gemtna. 

Su empleo para los mapas terrestres es relativamente 
moderno : el primer ejemplo que se conoce de la proyección 
estereográfica del globo terrestre es el Mapa de Werner de 
Nuremberg, en i 514, el cual sustituyó el polo por el cénit, 
el ecuador por el horizonte, los paralelos por los almicantá- 
radas y los meridianos por los azimutes, y de esta manera 
convirtió la proyección polar en horizontal. 

Orencio Fineo publicó un mapa en 1 544, en proyección 
estereográfica meridiana, de un hemisferio terrestre, sin tra- 
zar los paralelos ni meridianos, sino los azimutes y almican- 
táradas del horizonte de París, porque le convenían para otro 
estudio. 

Gerardo Kauffman (Mercator) extendió la perspectiva este- 
reográfica á la cartografía terrestre, como de ello da fe su 
atlas, fruto de muchos años de trabajo, en el que hay un 
mapamundi que es la proyección estereográfica meridiana 
de los dos hemisferios terrestres ; también los Mapas de Amé- 
rica y de África están dibujados en igual forma. 

La Geografía de Ptolomeo, publicada por Magino dos 
años después de la muerte de Mercator, tiene un mapamundi 
en proyección estereográfica meridiana, en la que dice sigue 
el método de éste ; y Fournier, á principios del siglo xvn, 
añade que Mercator adoptó la proyección estereográfica 
meridiana, que, encontrando gran aceptación, fué usada des- 
pués. Werner, Fineo, y sobre todo Mercator, fueron, pues, 
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los verdaderos introductores de la estereografía en el dibujo 
de los mapas geográficos ; luego se generalizó el sistema, y 
los cartógrafos dieron reglas para dicha construcción. Los 
más notables trabajos de esta especie se deben á Merula, 
Samson, Coronelli, De 1 ' Isle, Homann, Hasse, Bonne, Lapie 
y Coatpout. 

Estas proyecciones son autogonales; el nombre de stereo- 
gráficas se lo puso en 1 613 el jesuíta Aguillon. 

En 1 833 Woslgar propuso proyectar el globo entero por 
el método estereográfico sobre las cuatro caras de una pirá- 
mide regular, á fin de que, representando una superficie menor 
que un hemisferio, la alteración de las distancias hacia los 
bordes pueda evitarse en parte: cada hoja se unía á las otras 
por una parte común; el eje de la pirámide pasaba por la 
línea polar, y el polo Sur tocaba á la base de este sólido en 
su centro. 

PROYECCIONES GNOMÓNICAS. 



§ 104. El origen de esta proyección parece ser anterior 
á Thales de Mileto, que fué el primero en predecir los eclipses 
de sol, y murió 548 años antes de Jesucristo. Empleóse esta 
proyección para construir relojes solares y para indicar el 
trazado de los fenómenos celestes sobre la superficie de la 
tierra; se la bautizó con el nombre de Horóscopo, y más tarde 
tomó el nombre con que hoy se la conoce, por el gnomon 
de los relojes solares. 

Gemma y Varen se ocuparon en ella ligeramente en tiem- 
pos antiguos; pero en los modernos, y con gran extensión, 
lo han hecho Lambert, Mayer, Puissant, Steinhauser, Ger- 
main, Gretschel y Thoulet. Sólo desde fin del siglo pasado se 



Digitized by 



Google 



— 213 "~ 

ha pensado en su aplicación á los mapas terrestres: el barón 
de Pronny la propuso en i 791 para las hojas de uno catastral, 
y en 1 803 Ch. T. Reichard publicó en Weimar un atlas de 
seis hojas representando todo el globo en proyección gnomo- 
nica sobre las seis caras de un cubo circunscripto á la esfera. 
Después, con aplicación á estudios geológicos, ha hecho mapas 
Elias de Beaumont, considerando un dodecaedro circunscripto 
al globo, y proyectando éste gnomónicamente, y en esta for- 
ma ha publicado el bosquejo del pentágono europeo; Saint 
Loup propuso representar la superficie entera sobre las caras 
de un icosaedro regular inscripto al globo; el general Franz 
en Viena ha propuesto la proyección gnomónica sobre un 
poliedro irregular de 48 caras triangulares, y, por fin, Foucou 
y Chaucourtoix han dado á luz otros mapas para estudiar 
mejor la ley de los fenómenos geológicos, por la ventaja que 
tiene este sistema de representar por líneas rectas los círculos 
máximos de la esfera. 

De otras proyecciones gnomónicas sobre cilindros ó conos 
nos ocuparemos al tratar de las cilindricas y cónicas. 

Las proyecciones gnomónicas son afilácticas. 

PROYECCIONES ORTOGRÁFICAS. 



§ 105. Se ha atribuido su invención á Apolonio (240 
años antes de Jesucristo), pero lo más seguro es consignar 
que su inventor fué el célebre Hiparco (130 años antes de 
Jesucristo); los antiguos la usaron con el nombre de Analema, 
y sobre ella escribió Ptolomeo un tratado cuyo texto desapa- 
reció, supliéndolo en parte una traducción latina comentada 
por Comandino, de la que Delambre, en su Historia de la 
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Astronomía antigua, hace un examen crítico. Es probable 
que también el Analema fuera conocido por los árabes, pues la 
aplicaron éstos á los instrumentos astronómicos, siendo Rabi- 
cag de Toledo uno de sus mayores vulgarizadores. El español 
Rojas fué uno de los primeros que sustituyó en la construc- 
ción de Astrolabios la proyección stereográfica por la orto- 
gráfica, y 'de aquí viene el nombre de Astrolabio de Rojas 
con que se ha conocido esta proyección, y ha sido tratada por 
Danti y Guido valdo, quienes la generalizaron bastante. Agui- 
Uou cambió esta denominación por la de ortográfica, y Four- 
nier y Varen la propusieron para la construcción de mapa- 
mundis polares y meridianos; pero aunque desde fines del 
siglo xvín muchos geógrafos preconizaban sus ventajas, sólo 
de poco tiempo á esta parte se ha hecho de ella aplicación. 
La Guillermie publicó un atlas en 1 843 según este método, 
y Garnier en 1 862 la empleó extensamente en su atlas esferoi- 
dal, haciendo uso de proyecciones ortográficas polar, meri- 
diana y horizontal en los diversos mapas que contiene. 

Su vulgarizador ha sido Thoulet, que ha dado las reglas 
para el trazado de los meridianos y paralelos en las tres 
proyecciones ortográficas citadas. 

También son afilácticas estas proyecciones. 



PROYECCIONES ESCENOGRÁFICAS. 



§ 106. En las tres clases de proyecciones perspectivas 
que hemos examinado, resulta que los arcos de círculo máximo 
que pasan por el polo del mapa se proyectan según líneas 
rectas, y sus grados, iguales en la superficie esférica, no lo son 
en la representación : en la stereográfica crecen del polo al 
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ecuador, en la gnómónica aún más rápidamente hasta conver- 
tirse en infinito, y en lá ortográfica van disminuyendo hasta 
reducirse á cero. Para evitar estos defectos, La Hire en i 701 
inventó la proyección perspectiva escenográfica, colocando el 
ojo á una distancia de la superficie esférica igual al seiio dé 
45 o , y puede ser polar meridiana ú horizontal según convenga: 
el autor hizo dos planisferios f celestes sobr$ el plano de la 
eclíptica. > , * 

Esta proyección es afiláctica. 

Parent en 1 704 ideó tres sistemas de proyección esceno- 
gráfica, que no variaban uno de otro más que en la distancia 
del ojo á la superficie de la -tierra, siendo est^s ; distancias en 
valor del radio iguales á 0,595, 0,7321 y 1,105; Lowry 
en 1 824 estudió otra nueva, en la que la referida magnitud 
era 0,690. 

El Coronel James en 1 857 imaginó otro sistema desti- 
nado á representar los dos tercios de la superficie esférica de 
manera que las configuraciones fueran deformadas lo menos 
posible, sin que se dilataran mucho las superficies extremas: 
adoptó la distancia 0,500 y el plano del cuadro lo suponía 
paralelo á la eclíptica, pasando por el límite délos trópicos- 
Las magnitudes, iguales eq la superficie esférica, resultan en los 
bordes del mapa -j- mayores que hacia el medio. Eligió dichas 
distancia y posición del cuadro para que, colocando en los 
mapas el punto central sobre el trópico de Cáncer, y á 1 5 de 
longitud al Este del Meridiano de Greenwich, puedan hallarse 
comprendidos en el círculo de proyección Europa, Asia, 
África y América. Este sistema no goza de todas sus ventajas 
más que hasta 90 o del centro; extendiendo la proyección 
hasta 1 1 3 30', como hace James, ha demostrado el Capitán 
A. R. Clarke que el punto de vista debería situarse á una dis- 
tancia de la superficie igual á 0,3666 del radio. 
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Tissot ha ideado, para representar un hemisferio, una 
proyección escenográfica que reduce á un mínimum la mayor 
alteración de longitud, para lo cual ha demostrado que la 
distancia del ojo á la superficie de la esfera debe ser 0,6 1 8, y 
la llama Perspectiva perimecoica sobre un meridiano; tam- 
bién ha deducido que, para reducir á un mínimum la mayor 
alteración de superficie en la proyección de un hemisferio, es 
decir, para obtener una proyección perihálica, dicha distancia 
debe ser 1,148. 

Aún se han propuesto por otros autores nuevos métodos 
análogos, variando los valores de la separación entre el ojo y 
la superficie; pero resulta que, á medida que aumenta esta 
distancia, las anamorfosis angulares crecen más y más. 

PROYECCIONES CÓNICAS. 



§ 107. Se conocen con este nombre no sólo las que 
son desarrollos de conos tangentes ó secantes á la esfera, 
sobre los cuales se haya proyectado ésta en una ú otra forma, 
sino también todas aquellas cuyos paralelos son circunferen- 
cias concéntricas y los meridianos rectas concurrentes, y no 
pertenecen á ninguna de las proyecciones perspectivas de que 
nos hemos ocupado. 

Se atribuye la invención de la proyección cónica á Clau- 
dio Ptolomeo, de Alejandría (150 años después de Jesucristo), 
quien en el capítulo XXIV del primer libro de su Geografía 
da dos métodos para representar el mundo conocido entonces: 
en el primero, después de haber demostrado la posibilidad de 
ver proyectados en línea recta los meridianos, hace notar que 
como es imposible conservar sobre el mapa la relación exacta 
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de los grados de todos los paralelos, se limita á conservarle 
para el paralelo extremo Norte, que pasa por Thulea, y para 
el ecuador, desarrollando el paralelo de Rodas, sobre el cual 
se habían hecho investigaciones relativas á los grados de los 
paralelos; de suerte que sus grados guardan la proporción 
verdadera con los de meridiano. Asignando 63 o á la latitud 
de Thulea y 36 á la de Rodas, Ptolomeo tomaba para radio 
de este último paralelo 79 m, siendo^ la longitud de un 
grado de meridiano, número que difiere muy poco de la 
cotangente de 36 o , cuyo valor es 78,87 m: aun cuando en 
la obra de Ptolomeo no existe el menor indicio que demues- 
tre que se había fijado en que era el desarrollo del cono tan- 
gente á la esfera lo que estaba haciendo, es de suponer, por 
los valores empleados, que partía de este supuesto: el radio 
del ecuador lo tomaba de (79 + 36) m = 115 m, y el del para- 
lelo de Thulea igual á (115 — 63) m = 52 m. Observando que 
los grados del paralelo de Rodas están con los del ecuador 
en la relación C08 z 360 , ó próximamente — , Ptolomeo lleva sobre 
este paralelo de Rodas, á derecha é izquierda del meridiano 
central, partes iguales á 4 m, que representarán, cada parte, 5 
de aquél, y uniendo estos puntos con el centro, se tendrán los 
meridianos del Mapa de 5 en 5 grados de diferencia de lon- 
gitud geográfica: los grados del paralelo de Thulea estarán 
con los del ecuador en la relación — -, que difiere muy poco 
de la verdadera cos i 63 ° =-^-, que existe en la esfera; pero son 
muy grandes comparados con los del de Rodas. Como Pto- 
lomeo extendía el mundo conocido hasta 16 o 30' al Sud del 
ecuador, trazaba este paralelo con un radio igual á (1 15 + 16,5) m ; 
lo dividía como le correspondería de estar situado á los 16 o 30' 
al Norte , y trazaba los meridianos en líneas rectas que unían 
estos puntos con los análogos del ecuador. 

Toda la parte al Norte de este círculo puede considerarse 
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como una proyección cónica de meridianos^ automecoitoS, 
mientras que la Sur es una grosera alteración de la cónica. 

En i 508 publicó en Roma Juan Ruysch un mapamundi 
que consistía en el desarrollo de un cono cuyo vértice estaba 
en el polo ártico, cortaba á la esfera en el ecuador y termi- 
naba sobre el plano del paralelo de 38 o de latitud austral. 

Gerardo Kauffman (Mercator) fué el primero que propuso 
reemplazar en los mapas particulares el cono tangente á la 
esfera por otro secante que atravesara el globo por dos para- 
lelos simétricamente escogidos, para compensar en justas pro- 
porciones la contracción y dilatación de las superficies repre- 
sentadas en el medio y en los bordes del mapa; sobre este 
principio se funda la proyección del Gran Mapa de Europa 
hecho por Mercator en 1 554. La convergencia de los meri- 
dianos está determinada de modo que resulten automecoicos 
los paralelos de 40 y 60 o , siendo iguales todos los grados dé 
los meridianos, pero naturalmente hay contracción en la zona 
intermedia y dilatación en las dos extremas. 

El procedimiento de Mercator fué adoptado dos siglos 
después por el astrónomo francés José Nicolás de l'Isle para la 
construcción del Mapa de Rusia publicado en 1 745 , que 
comprende desde los 40 o de latitud Norte hasta el 70 o ; el 
paralelo medio es el de 55 o y los comunes. á la esfera y al 
cono los de 47 o 30' y 62 o 30'. Euler estudió las propiedades 
de este sistema en 1 778. .•-..-. 

, Patricio Murdoch dio en 1 758 los principios de una pro- 
yección cónica igual, en, su conjunto solamente, á la zona 
.esférica correspondiente, y teniendo con ella dos paralelos 
"comunes. Tal método no convenía más que á zonas de unos 8 o 
de latitud, y para éstas casi todas las cónicas tienen las 
mismas ventajas que ésta, mientras que aquéllas, : por conser- 
var la superficie total del mapa, obligan á comprimir las 
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superficies y las distancias en la zona media y á extenderlas 
en las extremas en todas las direcciones. 

El mismo sabio inglés indicó un segundo sistema, que 
tenía por objeto obtener la exactitud de la perspectiva sobre 
un cono, colocando el ojo en el centro del globo y sujetán- 
dose á la condición de conservar la superficie total de la zona 
que se trate de representar. Algunos autores han creído erró- 
neamente que esta proyección era autogonal. 

Hay otra tercera proyección de Murdoch inferior, aunque 
muy parecida á las anteriores. 

Lambert ha indicado todo un grupo de proyecciones 
autálicas en las que los meridianos son rectas concurrentes 
y forman entre sí ángulos proporcionales á sus diferencias de 
longitudes: llamando n á la relación constante del ángulo de 
dos meridianos del mapa al homólogo del globo, el radio de 
cada paralelo del mapa está con la cuerda qué va del polo al 
paralelo correspondiente del globo en la relación y^. Dando 
á nú valor y== se obtiene la proyección cónica autálica peri- 
gonal, y haciendo n «= i resulta la proyección autálica ecua- 
torial de Lambert llamada. ¿& Lorgna injustamente. 

El mismo Lambert dio á conocer en i 772 sus proyec- 
ciones cónicas autogonales, de las que hicieron un estudio más 
detenido Lagrange en 1781 y Gauss en 1 822, que resolvió 
el problema más general de representar una superficie sobre 
otra cualquiera conservando los ángulos. Bajo el punto de 
vista de la representación autogonal de una superficie sobre 
otra, las Memorias de Lagrange, Gauss y la de Bonnet 
en 1852 son más completas que la de Lambert; pero 
atendiendo á los resultados á que conducen, y que realmente 
son útiles á la construcción de mapas geográficos, es la mejor 
de todas esta última. La relación constante n de los ángulos 
que los meridianos forman entre sí en el globo y en el mapa 
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puede tomar diversos valores desde o, resultando la proyec- 
ción cilindrica de Mercator hasta i, con lo que tendríamos 
la estereográfica ecuatorial. El autor propuso para la cons- 
trucción de mapas los valores -\- y — . En el polo no se con- 
servan los ángulos. 

El Dr. H. C. Albers, de Lunenburgo, después de haber 
estudiado en i 805 las tres proyecciones de Murdoch y de 
haber demostrado sus defectos, determina otra también cónica 
que posee la propiedad de conservar las superficies elementa- 
les, así como la total, y con arreglo á este sistema se construyó 
un Mapa general de Europa, publicado en 1 8 1 7 por Reichar 
en Nuremberg; pero no sirve para un hemisferio entero. 

John Herschel trató un caso particular del problema de 
Gauss dando á n los valores — , \ y — , representando la 
superficie total del globo en un sector de 120 o , 180 o y 240 o 
respectivamente. 

Las proyecciones cónicas autogonales de Lambert han 
sido adoptadas para muchas láminas del atlas celeste de 
Harding, publicado del 1 808 al 1 822, así como también 
para el Gran Mapa de Rusia, en doce hojas, debido á la Socie- 
dad Geográfica de San Petersburgo en 1 862, que tituló de 
Gauss á la proyección en él empleada. 

Tissot ha ideado otro sistema cónico, que es el objeto 
principal de esta Memoria. 

Hemos dejado para la última una proyección cónica pro- 
puesta en el siglo xvi, en la que los meridianos no concurrían 
en el centro de los paralelos, resultando que unos y otros no 
se cortaban en ángulo recto, y que es, como se ve, una adul- 
teración de las cónicas, sin ninguna ventaja en su favor. 
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PROYECCIONES MERICÓNICAS. 



§ 1 08. El segundo método de Ptolomeo es una pro- 
yección mericónica en la que el meridiano central es autome- 
coico, así como también lo son cuatro paralelos: expuso sus 
principios , después de haber indicado la cónica que ya cono- 
cemos, en el capítulo XXIV del primer libro de su Geografía: 
escogía una magnitud igual á la unidad para representar la 
longitud de un grado de círculo máximo de la esfera terres- 
tre: para radio del ecuador adoptaba el valor de 181 o 5o 7 , y 
para marcar los demás paralelos tomaba por radios esa 
misma cantidad, aumentada de la latitud austral ó disminuida 
de la boreal. Así trazó los paralelos de Thulea (63 o N.), 
Syena (23 o 50' N.) y el antiparalelo de Meróe (16 o 3' S.): 
sobre estos tres arcos y el del ecuador medía longitudes igua- 
les al desarrollo de un grado, ó sean: eos 63 o , eos 23 o 50', eos 16 o 3' 
y 1, y uniendo todos los puntos correspondientes por medio 
de curvas dibujadas á mano, se obtenían los meridianos res- 
pectivos. Recomendaba esta proyección, que bautizó con el 
nombre de homeótera, como más exacta que la cónica, 
porque el ecuador y tres paralelos eran automecoicos, mien- 
tras que los otros sufren poca alteración ; así sobre el de Rodas 
la relación de sus grados á los del ecuador se encuentra que 
es -j-, que, sin error apreciable, puede considerarse como el 
coseno de la latitud de Rodas =0,80901 . Esta proyección 
fué olvidada durante muchos siglos, hasta que Bernardo de 
Silva, de Eboli, dio á luz en Venecia en 1 5 1 1 una nueva 
edición de la Geografía de Ptolomeo^ publicando un mapa 
mayor que el de éste, con todos los países últimamente des- 
cubiertos: el radio del ecuador lo tomaba igual á 100 o , y 
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eran automecoicos el ecuador, tres paralelos australes y ocho 
boreales; no abarcaba todo el globo, pues le faltaban 40 o de 
longitud. 

Pedro Appiano en 1520 publicó un mapa en que figuraban 
él África y el Nuevo Mundo, ya con el nombre de América, 
según la proyección de Ptolomeo, pero tomando para radio 
del ecuador 165 o 5o 7 . Este mapa era completo, ó sea con 
los 360 o de longitud. 

Orencio Fineo en 1532 y Guillermo Testú en 1566 
modificaron algo este sistema, y por fin Gerardo Kauffman 
(Mercator) lo llevó á la última perfección en sus mapas 
de 1 578, según la nota que estampó al pie de ellos, en la 
que dice que conservaba en todos los paralelos sus verda- 
deras magnitudes; por lo tanto, todos eran automecoicos, 
así como el meridiano central, siendo esta, por consiguiente, 
una proyección autálica. No se sabe cuál era el valor del radio 
del ecuador, 

Mágini publicó el mundo en dos mapas, del mismo modo 
que Silva lo había hecho en uno solo. 

Fournier construyó otro mapa idéntico al de Ptolomeo, 
dando al ecuador el radio 164 o y haciendo automecoicos sólo 
cuatro paralelos. 

Bernardo Varen parece intentar describir los meridianos 
por arcos de elipse, pero resultando así sólo cinco paralelos 
automecoicos. 

Estos tres últimos, como se ve, indican un retroceso res- 
pecto de los de Mercator. 

Esta proyección es generalmente conocida con el nombre 
de Bonne, Geógrafo Francés y que la empleó en varias publica- 
ciones, especialmente en la Enciclopedia metódica, en muchos 
de los mapas que contiene, especificando que todos los para* 
lelos eran automecoicos, así como el meridiano central, y que 
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para radio del paralelo medio se tomaba la cotangente de su 
latitud: también hizo resaltar el hecho de que conservaba el 
valor de las superficies. No hay más remedio, sin embargo, 
que confesar que el inventor fué Ptolomeo y que Mercator 
es el que 4a perfeccionó, dándole todas las propiedades y ven- 
tajas que hoy tiene; así, tan injusto es el nombre de Proyección 
Bonne, como el de Proyección Flamsteed modificada, con el 
que también se la conoce. Fué muy empleada por De Tlsle, 
D'Anville y otros geógrafos para los mapas generales, tales 
como las cuatro partes del mundo : en i 803 la adoptó el 
Depósito de la Guerra de Francia, como respondiendo mejor 
que otras para las necesidades de los diversos servicios públi- 
cos, y en 1 821 una Comisión presidida por Laplace la escogió 
para el (irán Mapa de Francia en 269 hojas, cuyos trabajos, 
decretados en 1 808, no comenzaron hasta j 818, y fueron 
terminados cuarenta y cinco años más tarde por el Cuerpo de 
Estado Mayor, en él que se fundió en 1 831 el de Ingenieros 
geógrafos. 

Lalande, Puisant y Tissot han hecho un estudio muy dete- 
nido de ella, y el Coronel de Estado Mayor D. Fernando Monet 
dio las coordenadas para construir un Mapa de España con 
arreglo á la misma. 

Suponiendo que el vértice del cono tangente á la esfera 
se coloca en el polo, el cono se convierte en un plano tan- 
gente y los paralelos estarán representados por arcos de 
círculo equidistantes, teniendo todos por centro el polo; 
llevando sobre cada uno de ellos magnitudes iguales á las 
que les corresponden sobre la esfera, se tendrán los puntos 
por los que han de pasar los meridianos : esta proyección es 
autálica y su invención se debe á Juan Werner de Nuremr 
burgo, quien en 1514, á continuación de una. traducción 
comentada, de la Geografía de. Ptolomeo y indica tres siste? 
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mas de representar el mundo entero con paralelos concéntri- 
cos y equidistantes. En todos ellos los radios de los paralelos 
son iguales á los desarrollos de los arcos de meridiano, y difie- 
ren únicamente en que en el primero el ecuador está repre- 
sentado por un círculo entero dividido en 360 o , más grandes 
evidentemente que los grados de latitud, en la relación de un 
cuadrante al radio ; en el segundo, que es el de que acaba- 
mos de hablar, los grados del ecuador son iguales á los de 
latitud (desarrollos), lo que reduce á 229 o 1 1' el ángulo en el 
polo, subtendido por el arco que representa el ecuador ; y 
en el tercero el ecuador está representado por un arco de 240 o , 
lo que da á los grados de longitud un valor algo mayor que 
el de los de latitud aproximadamente en la relación del arco 
de 30 o á su seno. En los tres sistemas los grados de longitud 
están determinados sobre cada paralelo conforme á su rela- 
ción real cqn el radio ecuatorial. A todo lo largo del meri- 
diano medio las alteraciones de ángulos crecen con la longi- 
tud más rápidamente que en la proyección de Bonne. 

Ningún sistema mericónico puede ser autogonal, porque 
siendo todos los paralelos concéntricos, los meridianos tendrían 
que ser líneas rectas para cortar normalmente á los primeros. 

PROYECCIONES POLICÓNICAS. 



§ 109. Las cónicas y mericónicas convienen para repre- 
sentar zonas estrechas, es decir, poco extensas de un lado y 
otro del paralelo medio, que los meridianos cortan en ángulo 
recto, y sobre el cual la proyección tiene su mayor grado de 
perfección ; no sucede lo mismo cuando el país es muy extenso 
en el sentido de la latitud ó se compone de Estados separados, 
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porque en este último caso es distinto el paralelo central para 
cada uno de ellos; por eso América é Inglaterra han adoptado 
en el trazado de los mapas, que comprendan una gran exten- 
sión de la superficie terrestre, un sistema que tiene por objeto 
reemplazar cada zona terrestre elemental por la cónica elemen- 
tal correspondiente. Conservando la perpendicularidad de los 
meridianos y de los paralelos, se tiene la proyección policónica 
rectangular de los americanos ideada en i 86o por el Coronel 
James, en la cual el primer meridiano y el ecuador están 
desarrollados en verdadera magnitud según dos rectas perpen- 
diculares entre sí; cada paralelo está representado por un 
círculo cuyo centro se halla sobre la primera de las citadas líneas 
y cuyo radio es igual á la generatriz del cono circunscripto á 
kt tierra según ese paralelo ; los meridianos del mapa son tra- 
yectorias ortogonales de los círculos así obtenidos. 

La proyección policónica ordinaria de los americanos 
aceptada por el Coast Survey Office se diferencia de la ante- 
rior en que todos los paralelos se hacen automecoicos y el 
trazado de los meridianos se consigue uniendo los puntos de 
los paralelos que tienen la misma longitud geográfica. 

También se usa la proyección policónica equidistante que 
tiene el paralelo medio y los meridianos de la anterior; sobre 
cada uno de éstos se toman, á partir de aquel círculo, longi- 
tudes iguales á los arcos de meridiano del globo, lo que 
permite construir los paralelos por puntos : si el polo está en 
el mapa, no será su representación en él un punto, sino un 
arco de curva. ^ 

El P. Fournier, en i 646, ideó una proyección policónica 
de meridianos elípticos, pero no se ha hecho aplicación de ella. 

Las cuatro proyecciones son afilácticas. 
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- r- ;:' PRQYECaONES CILINDRICAS. 



. § "i i o; .-.* Esta proyección es la más antigua d^ todas las 
aplicadas, á- la cartografía terrestre, pues aunque hay quien 
sostiene que* es anterior; la gnomónrca, no se' usó- en la* cons- 
trucción de mapas hasta una' época muy reciente; el origen 
de la cilindrica se- remonta á Anaximandro, quien, según 
parece, trazó el primer mapa del mundo conocido: las reglas, 
á que> sujetó* el trazado son 'completamente desconocidas, y 
más bien paréele que lo hizo como un plano topográfico > pera 
sjín ceñirse á reglas > fijas. Continuó siendo empleada por los 
geógrafos de la antigüedad ¡ tales .como Hecateo y Eudoxió; 
los cuales construyeron map^s que pueden considerarse" coma 
ediciones posteriores del de Anaximandro. : ; ; 7 . j 

, Trescientos: años antes de Jesucristo, Dic^arco,- discípulo; 
fie Aristóteles y dibuja un map^L, añadiendo á los anteriores .lo& 
nuevos descubrimientos, que eran, muy frecuentes al comienzo 
del reinado die Alejandro, y aunque las reglas bajo las que la 
Jtr^zóson tan desconocidas como las que sirvieron de base á 
su$ antecesores , intrqdujo la novedad de marcar eLparalelo 
de Rodas- y lor dividió .en estadías olímpicas. Siguiendo- el 
npúsnjq sistema, y perfeccionando algunos detalles, fue cons- 
truido, \jnos <Qn^ después el de Eratósten es; que 
fup ( ínp,y empleado pprjo^ geógrafos de la antigüedad. 

Hiparco adoptó el sistema de contar por, grados, en vez 
^s^tadi^lqs ^v^ores, de las 4ongitud,es geográficas-, y Marino 
4e[ ) T^o rí \°que7VÍyjó %A ;fjitres fiel, siglo i,se aprovechó de 
esta idea y la llevó á; la pyá^iqa^ trazando por primera vez 
las redes de paralelos y meridianos, conservando sus valores 
á los grados de longitud del paralelo de Rodas; siendo, por 
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lo tanto, su mapa el primero (fe las regiones habitada^ éóns- 
truído en proyección cilindrica equidistante (plana cuadrada). 

Después Ptolomeo debió hacer otros varios, uno general y 
muchos particulares, en esta proyección, conió se deduce del 
texto de sus obras; pero por incuria de los copistas no se 
cotiocieron hasta que se encargó de rehacerlos Agatodemon 
en el siglo v. ' • • : ; 

Es notable en este sistema el gran Mapa de todo 1 él In> 
perio romano mandado construir por Agrippa. v 

En todos estos anteriores se tomaba por base el paralelo 
de Rodas, y por tanto, el cilindro era secante á la esfera según 
dicho paralelo. 

Después de dormir en el olvido muchos siglos, volvió 
á usarse para los mapas terrestres en el siglo xv, como lo 
prueba el de la Taprobana, anexo á la Geografía > de Ptolo- 
meo publicada en Roma en i 478, y otro de la Taprobana y 
España, unidos á la edición (iel Donis, que vio la luz en Ulma 
en 1482; también en la Geografía de Berlinghieri \ publicada 
en Florencia en el siglo xv, hay alguno's de este sistema, que 
'en el siglo xvi fué muy empléalo, y dan fe de ello la obra dé 
Ortelio y los Mapas del Piamonte por Gastaldó, de Hüíigrfá 
por Volfango Lacio, de Silesia por Mártino Heilwig, y dé 
Baviera por Félix Appiáno; pero para formarse idea dé la 
historia de esta proyección será menester retroceder- álgériSS 
siglos para tratar de los mapas náuticos; que íátíta íttflueifc&I 
han tenido en los adelantos realizados en la eattógtáfíífP* 3 <& 

En los mapas náuticos se hacía caso, omiso dfe -latitudes )f 
longitudes geográficas, no porque se ignorará : el sistema 'dé 
su empleo, sino porque lio se conocían con bástante exactitud 
relativa estas coordenadas; preoisátnehte en España/lós árabes, 
que marchaban á< la cabeza de' las feieneiás én él mundo; 
hicieron progresos sobre, la base ^de la escuela Alejandrina,' 
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tenían mapas particulares del Mediterráneo, Adriático, Mar 
Negro, Archipiélago, etc., con las distancias y direcciones, y al 
querer formar de todos ellos uno general, también omitieron 
las longitudes y latitudes geográficas. 

Los mapas náuticos más notables que se conservan del 
siglo xiv son el atlas de Pedro Vesloute de James en i 318; 
los de Marín Sanuto en 1 3 2 1 ; el atlas anónimo de la Biblio- 
teca Laurentina de Florencia; el atlas catalán de 1 375; el 
veneciano de 1 384, y el del mallorquín Guillermo Solero 
de 1 385: el primero universal fué el de los hermanos Pizzigana, 
publicado en 1367, que se conserva en la biblioteca de Parma. 

En el siglo xv se empezaron á indicar en los bordes del 
mapa los grados de latitud, siendo el primero en hacerlo 
Gracioso Venincasa, hacia los años 1 461 al 89. La igualdad en 
los grados de latitud marca la tendencia á introducir la pro- 
yección cilindrica equidistante (plana cuadrada); después quisie- 
ron conservar las distancias en algún paralelo del Mediterráneo, 
y por último, cuando se descubrió la América y el paso á las 
Indias por el Cabo de Buena Esperanza, se trazó en su verda- 
dera magnitud el valor de los grados del Ecuador, como 
lo demuestran el mapamundi hidrográfico del vizcaíno Juan 
de la Cosa, piloto de Cristóbal Colón, publicado en 1 500 ; el 
hidrográfico de Laurencio Frisio en 1 522; el de Ñuño García 
en 1 522; otro hecho en Sevilla en 1 527, y el de 1 529 de 
Diego de Rivero. En estos dos últimos están trazadas no sólo 
las escalas de latitudes, sino la de las longitudes, acercándose 
poco á poco á la proyección plana cuadrada. Puissant y otros 
autores atribuyen la invención y empleo de esta última al 
Príncipe Enrique de Portugal, en 1 438, afirmación que no 
debe ser verdad, porque todos los mapas náuticos que se 
publicaron en el siglo xv en las penínsulas Itálica é Ibérica 
estaban basados en las direcciones y distancias. 
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Sea quien quiera el inventor, el hecho es que fué muy 
empleada en el siglo xvi, porque les ofrecía á los navegantes 
la ventaja de representar por una recta la loxodrómica , es 
decir, la dirección que sigue un barco navegando durante 
algún tiempo bajo el mismo rumbo de viento, y cortando, por 
consecuencia, todos los meridianos bajo un mismo ángulo. 
Tenemos ya en uso constante la proyección plana cuadrada ó 
cilindrica equidistante, que no es otra cosa que el desarrollo 
de un cilindro tangente á la esfera, según el ecuador, y for- 
mando la red de meridianos y paralelos cuadrados perfectos; 
pero estos mapas tienen el gravísimo inconveniente de defor- 
mar mucho las configuraciones terrestres y de falsear las direc- 
ciones, de tal suerte, que sólo las E. O. y N. S. de la Rosa 
de los Vientos conservaban su verdadera dirección, y las 
otras resultaban muy difíciles de trazar exactamente. Este 
inconveniente, notado ya por Ptolomeo, fué señalado de nuevo 
por los españoles Pedro Medina en i 545, Martín Cortés 
en 1 556 y el portugués Pedro Núñez en 1573, los cuales 
advirtieron además que la loxodrómica no era recta, sino una 
curva, y se pusieron á estudiar la manera de vencer los incon- 
venientes citados. 

Esto lo logró en 1 569 Gerardo Kauffman (Mercator), 
prestando un gran servicio á la cartografía náutica con la 
invención de la proyección cilindrica autogonal, conocida con 
los nombres de proyección plana reducida ó de Mercator. La 
consideración de que los marinos no emplean sus mapas para 
conocer la figura de los países, sino solamente para trazar 
exactamente el camino recorrido según su longitud y direc- 
ción , y para determinar la distancia á que se encuentran de 
los diversos puntos y el rumbo que deben seguir, sea para 
llegar á ellos, sea para evitarlos, fué la que le sirvió de base 
para su sistema; la necesidad de representar la loxodrómica 
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por una línea recta le indujo á hacer los meridianos paralelos, 
equidistantes entre sí y perpendiculares á los paralelos, y la 
de conservar las direcciones le obligaba á mantener también 
la exacta relación de los grados de latitud á los de longitud, 
verificándose siempre ^*^-J=Ja5- --¡¡i-; de donde i.» 
de ecuador ó de meridiano = i .° de paralelo X sec de la latitud. 
Resulta de aquí que, haciendo constantemente sobre el mapa 
el minuto de paralelo igual al del ecuador, el intervalo entre 
dos paralelos consecutivos debe ser igual al minuto del ecuador 
por la suma de las secantes hecha de minuto en minuto, desde 
la menor latitud á la mayor. Fundado en este principio, aunque 
sin detallar los correspondientes cálculos, el geógrafo Mercator 
-hizo construir un gran mapamundi publicado en Duysburgo 
en agosto de i 569, poniéndole el título de Para uso de los 
navegantes \ ■' 

Eduardo Wright, al que algunos han atribuido la inven- 
ción de este sistema, fué el primero que explicó en 1 589 los 
procedimientos de cálculo, y añadió una tabla, que no es com- 
pletamente exacta, porque sustituye el arco de i' por su 
cuerda. 

Á pesar de que se conocían el mapa y los cálculos para 
formarlo, aún tardaron los navegantes en aceptarlo y cerca de 
medio siglo en adoptarlo, siendo los primeros los pilotos de 
Dieppe, especialmente Guillermo Levasser, reputado cons- 
tructor de mapas terrestres y náuticos, el. cual enseñó y vul- 
garizó el uso de los nuevos mapas publicados por él con arre* 
glo á la proyección de Mercator. 

Desde entonces el uso ha sido general para los mapas 
terrestres y exclusivo para los náuticos: á Jamson, en 1 606, 
se le debe un mapamundi que era geográfico é, hidrográfico; 
Kerio diá en Ámsterdam, en 1 630, otro análogo; Henry 
Bond, en 1 645, demostró que las longitudes de los meri? 
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dignos? crecen coma el logaritmo de Ja tangeqte de' la mitadf 
del complemento de la latitud ; Juan Blaeuw publicó otros 
mapas hacia los años i 647 al 49 ; la Academia de Berlín, 
en 1 754 dio, á luz un atlas con un prólogo de Eukr, en el 
cual atlas hay varios mapas en la proyección de Mer- 
cator; en la Enciclopedia Francesa sucede lo mismo,, y en 
tiempos más mecientes el atlas de Lapie, del 1 832, contiene 
otro de este sistema; el de Garnier de 1 862 diversos planis- 
ferios j el de Stieler otros varios, y, por fin, Bruc-Levaseur 
publicó un mapa en cuatro hojas y Kiepert otro en ocho, todos 
en la proyección de Mercator. Los escritores de Cartpgrafía, 
han' estudiado á fondo- este sistema, pudiendo citar f entre, 
otrasjlas^obras de Lambert, Euler, Lagrange, Tobías Maeyer r 
Puissant, Germain y Gretschel. \ • 

Como la secante de 90 o es infinita,, el polo no puede repre-, 
sentarse en esta proyección; pero es inconveniente pequeño,, 
porque los marinos no pasan de los 83 o de latitud, límite 
de los países descubiertos. •• , 

Aunque después de inventada esta proyección np ha, 
debido' ser empleada la plana cuadrada, sin embargo; corno, 
se presta muy bien á la representación -de los países pró¡ximo& 
al ecuador y de poca extensión en sentido de la latitud,, 
P'Anville se sirvió de ejla en 1 776 para la construcción de 
un" mapa de Guinea. 

Lambert ideó una proyección cilindrica autálica.que no. 
es otra cosa que el desarrollo del cilindro circunscripto á lo 
largo del ecuador: los meridianos y los paralelos son las 
transformadas de las generatrices y secciones rectas que 
trazan sobre el cilindro los planos de los. meridianos y de los, 
paralelos del globo; tiene el inconveniente gravísimo de. 
aproximar más y más los paralelos á medida que se alejan, 
del ecuador, mientras que los grados dejongitud en todos; 
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los paralelos del mapa son iguales á los del ecuador, y por lo 
tanto están aumentados, y el aumento es mayor al acercarse 
al polo. 

Tissot estudia otras proyecciones autálicas en las que la 
distancia entre dos meridianos se halla en una relación cons- 
tante n con el arco del ecuador interceptado por los mismos 
en la esfera, y la separación de dos paralelos del mapa está 
én la razón inversa -^- con la de los planos de estos dos* para- 
lelos: si #= i, resulta la proyección anterior. 

Él célebre astrónomo francés César Francisco Cassini 
empleó para la ejecución del Mapa de Francia , comenzado 
en i 745 y terminado en i 793 por su hijo Jacobo Dominico, 
una proyección cilindrica transversa idéntica á la plana cua- 
drada, con la diferencia de ser en la primera el cilindro tan- 
gente á la esfera, según el meridiano principal, en vez de serlo 
en el ecuador; esta proyección es afiláctica. 

Lambert propuso para los países tales como América, muy 
extensos de N. á S., una proyección transversa que no es más 
que la que resulta de sustituir por un cilindro tangente según 
un meridiano el tangente al ecuador de la otra proyección del 
mismo autor; es también autálica: las alteraciones de distan- 
cias son nulas sobre el meridiano medio. 

El mismo autor tiene otra proyección transversa autogonal 
que se deduce de la de Mercator, atribuyendo á uno de los 
meridianos el papel que jugaba el ecuador en ésta. 

Cuando se trate de representar una zona estrecha y larga, 
dirigida oblicuamente hacia el ecuador, puede recurrirse al 
desarrollo del cilindro tangente á la esfera á lo largo del ver- 
tical que coincida con la mayor longitud de la zona que deba 
representarse; se forma así un ecuador y unos meridianos 
provisionales que se proyectan sobre el cilindro para desarro- 
llarlos en seguida, y el trazado de los verdaderos meridianos 
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y paralelos se obtiene por una transformación de coorde- 
nadas. El teniente Textor ha tratado esta cuestión, cuya idea 
primera se debe á Lambert, suponiendo además la condición 
de la conservación de la superficie total : exige cálculos muy 
pesados, y es poco útil en la práctica, porque es raro que se 
quiera conservar la superficie total y no se conserven las ele- 
mentales. 

En i 868 el P. Braun propuso dos proyecciones, que son 
las perspectivas sobre un cilindro que se desarrolla luego: 
en la primera lo supone circunscripto al globo según el 
ecuador, y sobre el cilindro se toma la perspectiva de cada 
punto, desplazando el de vista á lo largo del ecuador de ma- 
nera que se halle siempre sobre el meridiano del punto que 
se considera, pero en el otro hemisferio; la segunda proyec- 
ción la obtiene aproximando el punto de vista de la anterior 
de manera que su distancia al centro no sea más que 0,4 del 
radio; ambas son afilácticas, pero las alteraciones son inde- 
pendientes de la longitud geográfica. 

J. Wetch ideó una perspectiva gnomónica sobre un cilin- 
dro circunscripto á la esfera según un meridiano; si fuera 
tangente en el ecuador, los meridianos estarían representados 
por rectas paralelas equidistantes perpendiculares al ecuador 
y los paralelos por otras perpendiculares á las primeras, y 
cuya distancia al ecuador fuera iguafl á la tangente de la lati- 
tud. Estando el cilindro circunscripto según un meridiano, 
los grados de éste son los únicos que conservan su verdadera 
magnitud, y los del ecuador varían, como las diferencias de 
las tangentes de las longitudes; los meridianos y paralelos son 
curvas fáciles de trazar por puntos con ayuda de las fórmulas 
de transformación de las coordenadas. 
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PROYECCIONES MERICILINDRICAS. 



§ ni. En el atlas de Mercator y Oudio figura por 
primera vez un Mapa de la América meridional, en. el que el 
meridiano central es recto y automccoico, y los paralelos son 
rectas perpendiculares á la anterior y automecoicas también; 
algunos años después Nicolás Samson, en 1627, empezó los 
trabajos cartográficos que tanto nombre le dieron, así como á 
sus hijos y sobrinos; en 1 652 publicaron los mapas de Euro* 
pa, Asia, África y las dos Américas en varias hojas, mejorando 
algo la construcción. En 1 693 apareció un atlas reuniendo 
las cuatro partes del mundo, y en Amsterdam se hizo de él 
en 1 700 una nueva edición ; Guillermo de TIsle publicó un 
mápá de América meridional y otros particulares de aquel 
continente, que llevan la fecha de los primeros años del siglo 
pasado, todos con las mismas condiciones que el de Mercator. 
Esté sistema de proyección estuvo muy de moda en Ingla- 
terra, eií donde vio la luz un tratado de Cartografía en 1 71 2, 
que- enseñaba los procedimientos de su construcción ; el astró- 
nomo inglés Flamsteed la aplicó á los mapas de un gran atlas 
celeste editado en 1 729, diez años después de la muerte de 
su autor. Los editores de su obra le atribuyeron la invención 
de la proyección, y de tal modo se propagó esfe error, que 
hasta hoy día se la conoce con su nombre, lo cual es tan 
injusto como darle él dé Samson, pues el verdadero autor es 
Mercator. Esta proyección, conocida también con el nombre 
de sinusoidal, por ser los meridianos sinusoides, es autálica y 
su estudio puede hacerse partiendo de la llamada de Bonne, 
en la que se suponga infinito el radio de los paralelos. 
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Tissot ha estudiado un grupo de proyecciones mericilín- 
dricas autálicas : el meridiano medio del mapa es una recta, y 
los paralelos rectas perpendiculares á la primera, interceptando 
sobre ésta magnitudes proporcionales á las diferencias de lati- 
tud; sobre los paralelos se toman valores proporcionales á los 
arcos de los paralelos del globo; la relación constante c» de 
la distancia de dos paralelos del mapa á la diferencia de sus 
latitudes y la de un trozo de paralelo al arcó correspondiente 
del globo son inversas una de otra; haciendo n = i, se. vuelve 
á la proyección anterior; haciendo #= 1,3646, se obtiene ¿la. 
mericilíndrica autálica perigonal tratándose de un hemisferio 
meridiano. -' - - ' 1 

Al principio del siglo xiv se introdujo en Geografía la > 
proyección trapezoidal como modificación de la plana 'rec- 
tangular empleada por Ptolomeo para los veintiséis mapas del 
su Geografía, y fué la más generalizada en los siglos xv, xvi¿ 
y xvii; consiste en reemplazar los meridianos dé la pro-! 
yección plana por otros,, también rectilíneos, pero conver- 
gentes, determinando esta convergencia la condición de 
conservar las dimensiones, exactas de los dos paralelos extre- 
mos ó de otros dos cualesquiera ; así que en ésta el meri- 
diano central es el único perpendicular á los paralelos y es 
automecoico, lo mismo que lo son dos paralelos; los inter- 
medios resultan disminuidos y los otros aumentados en el 
mapa; los errores crecen rápidamente á medida que se apar- 
tan de esos dos paralelos, y el ángulo de éstos con los meri- 
dianos decrece al alejarse al O. ó al E. del meridiano central. 
La sencillez del trazado permitirá el empleo de esta proyec- 
ción cuando la conservación rigurosa de los ángulos y super- 
ficies sea de poca importancia. En 1 532,Fineo dio las reglas 
para trazarla, conservando los dos; paralelos, extremos , y 
Forlani en 1 562 publicó dos mapas en este sistema. 



Digitized by 



Google 



— 336 — 

Las proyecciones autálicas de meridianos y paralelos rec- 
tilíneos fueron imaginadas en 1 865 por Collignon, quien con- 
siderando más especialmente el caso de que el contorno de un 
hemisferio estuviera representado en el mapa por un cuadrado, 
trató la cuestión analíticamente, y dedujo las fórmulas para 
determinar el trazado de los meridianos y paralelos y para 
calcular las anamorfosis de ángulos y distancias. 

La proyección de meridianos elípticos fué hace poco 
divulgada como una novedad, pero su origen no es reciente: 
los meridianos elípticos equidistantes fueron propuestos á 
mediados del siglo xvn por Fournier, y adoptando los para- 
lelos de la proyección ortográfica, le resultaba una mericilín- 
drica afiláctica. 

Para convertirla en autálica hizo los estudios necesarios 
Mollweide y los publicó en 1 805 ; pero pasaron desaper- 
cibidos, pues ni cartógrafos ni geógrafos le dieron impor- 
tancia ni la aplicaron. Malte Brun de un modo inexacto hizo 
mención de ella, y Babinet en 1 857 la sacó del olvido y la 
vulgarizó con el nombre de homalográfica, y su uso se 
propagó con rapidez en Francia por figurar en los atlas 
escolares. Los meridianos del mapa son elipses, que tienen 
por eje común la recta que une los dos polos ; los otros 
ejes son proporcionales á las longitudes: el de la semielipse, 
que corresponde á la longitud de 90 o , es igual al primero, 
y esta curva se convierte en circunferencia ; los paralelos 
están representados por rectas perpendiculares á la línea de 
los polos y su separación se determina por una fórmula. 

La proyección de la astronomía popular de Arago tiene 
los meridianos de la anterior y los paralelos los de la plana 
cuadrada; es afiláctica y las relaciones de las superficies son 
independientes de las longitudes geográficas ; pasando de los 
45 o de latitud, las alteraciones crecen muy rápidamente. 
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Prepetit Foucault hizo en i 862 un estudio acerca de una 
proyección autálica de meridianos elípticos, pero no se ha 
usado: viene á ser una especie de proyección estereográfica 
modificada. 

Pedro Appiano en 1 524 imaginó una proyección que 
tiene los mismos paralelos que la plana cuadrada : el primer 
meridiano es una recta, y el que limita el hemisferio es una 
circunferencia descrita sobre la anterior como diámetro ; los 
otros semimeridianos tienen por proyecciones arcos de círculo, 
que pasan por los polos y dividen al ecuador rectilíneo en par- 
tes proporcionales á las diferencias de longitud. Si no basta con 
la representación de un hemisferio y se quiere todo el globo, 
entonces se prolonga el ecuador por ambos lados en una mag- 
nitud igual á un radio de la circunferencia; se dividen éstos en 
partes iguales, y haciendo pasar por dichos puntos arcos de 
círculo con el radio ya indicado, se tendrán los restantes me- 
ridianos, que, como se comprende fácilmente, no pasan por los 
polos y para regularizarle algo se terminan en dos tangentes 
trazadas por éstos. Esta proyección, adoptada por Sebastián 
Caboto para un gran mapamundi del cual Jomar ha reprodu- 
cido un facsímil, fué muy usada, así como otras en que se ence- 
rraba el mundo en una elipse, en Europa en la primera mitad 
del siglo xvi, para los mapamundis especialmente, por Bene- 
deto Bordone, Fray Francisco en 1 526, Gastaldo, Munster, 
Roselli en 1 532, Agnesi en 1 554, Ortelio, etc., etc,; pero 
cesó pronto de emplearse. En el mapamundi de Caboto la 
escala de las longitudes era ~- menor que la de las latitudes, 
á fin de evitar una extensión desmesurada de E. á O. 

En 1527 Henry Glovitz adoptó los meridianos de la 
anterior y los paralelos de la ortográfica meridiana, es decir, 
trazó las rectas que han de representar los paralelos por los 
puntos de la circunferencia que marcan las latitudes. 
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PROYECCIONES ESFÉRICAS. 



§ i i 2. . Nicolisi publicó en Roma en i 66o una serie de 
grandes mapas, en proyección esférica, de los dos hemis- 
ferios terrestres y de las cinco partes del mundo. Considerando 
un hemisferio, los meridianos circulares se trazan como en la 
proyección de Appiano, y los paralelos, también circulares, 
dividen á los meridianos extremos y medio en partes propor- 
cionales á las diferencias de latitud; el ecuador y el meridiano 
medio son rectos y automecoicos. Su empleo se extendió 
rápidamente en Francia y fué usada por Val en i 676, Jean- 
jeón en 1 688, Fer en 1 700, Isle en 1 714 y otros geógra- 
fos; adoptada en 1 794 por el inglés Arrowsmith, con el nom- 
bre del cual se la conoce, así como también con el de pro- 
yección globular, no ha cesado después en ser muy empleada 
en la construcción de mapamundis en dos hemisferios. 

Tissot an&liza una proyección esférica para un hemisferio 
que llama atractozónica, en la cual, además dé cortarse en 
ángulo recto los meridianos y paralelos, resultan conservadas 
las áreas de las zonas comprendidas entre dos paralelos cuales- 
quiera y las de las líneas formadas por los meridianos. Estas 
dos condiciones subsisten en todas las proyecciones autálicas; 
pero en ellas los meridianos del globo y los del mapa dividen 
respectivamente cada' zona y su proyección en partes propor- 
cionales, lo que no sucede en la atractozónica. Ni ésta ni las 
esféricas autogonales, exceptuando la estereográfica, han tenido 
aplicación á la práctica. 

Otra proyección esférica, que se ha usado algo con el 
nombre de estereográfica meridiana modificada, tiene los para- 
lelos de la estereográfica, y para obtener los meridianos se 
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divide la recta que representa el ecuador en partes propor- 
cionales á las diferencias de longitud, haciendo pasar arcos de 
círculo por los puntos de división y por los polos arcos de 
círculo. 

PROYECCIONES NO CLASIFICADAS. 



§ 113. En 1 803 el profesor Schmidt propuso una en 
que los meridianos son elipses equidistantes; los paralelos se 
trazaban por puntos, dividiendo los meridianos en partes 
iguales, y se obtenían curvas que no eran circunferencias ni 
elipses. Es una proyección afiláctica, y en el centro del mapa 
no resulta alteración. 

Litrow ideó una proyección autogonal en la que los para- 
lelos y meridianos están representados por elipses é hipérbo- 
las homofocales; pero resulta más curiosa que útil. 

Los hermanos Donny en 1 849 tuvieron el proyecto de 
construir un mapa geográfico que representara el teatro de 
los principales hechos de la historia, y propusieron una nueva 
proyección, que no parece haber sido adoptada después: 
consiste en representar un cuadrilátero dé la esfera formado 
por dos arcos de paralelo y dos de meridiano por un trapecio 
rectilíneo cuyos cuatro lados son respectivamente iguales á los 
rectificados del cuadrilátero esférico; los autores anunciaron 
que no consideraban su proyección preferible á las existentes 
sino como un procedimiento nuevo : no goza de ninguna pro- 
piedad geométrica particular, carece de enlace y unidad, y 
por tanto, de utilidad práctica. 

El Dr. Jáger en 1 865 propuso, para representar la super- 
ficie entera del globo, sin alterar las regiones polares antar- 
ticas, una proyección estrellada muy fácil de construir: el 
polo N. se toma como centro ; los paralelos son octógonos 
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irregulares, pero cuyos lados son respectivamente paralelos y 
equidistantes. Para trazarlos basta describir desde el polo N. 
como centro, y con un radio igual al desarrollo de un cua- 
drante de meridiano, una circunferencia que se divida en ocho 
partes desiguales, á saber: una de 55 o , tres de 50% una de 45 o , 
una de 40 o y dos de 35 o , á contar de un punto conveniente- 
mente escogido; los paralelos serán representados por rectas 
equidistantes y paralelas á las cuerdas de estos arcos y los 
meridianos por radios igualmente inclinados los unos sobre los 
otros; á partir del ecuador salen los meridianos de manera 
que vayan á parar respectivamente á los vértices de ocho 
triángulos isósceles que no tengan por bases las ocho cuerdas, 
cuyo conjunto forma el ecuador, y los vértices están sobre 
una circunferencia de radio doble de la que circunscribe ese 
octógono. En cada uno de estos ocho triángulos los paralelos 
están representados por rectas paralelas á la base y equidis- 
tantes como en el hemisferio Norte; las dimensiones y posi- 
ciones de los triángulos están escogidos de manera que no se 
corten los grandes continentes del hemisferio Sur, tales como la 
Australia, el Sud de África y la América meridional. 

Péterman, sabio geógrafo alemán, ha propuesto una modi- 
ficación muy conveniente de la anterior: en el hemisferio 
Norte los paralelos están representados por circunferencias 
concéntricas equidistantes y los meridianos por radios igual- 
mente inclinados ; pasado el ecuador, los paralelos se trazan 
con el mismo centro y distancia que en el hemisferio N.; 
pero los meridianos van á parar á ocho puntos equidistantes 
situados sobre una circunferencia que tenga por radio el diá- 
metro del ecuador ya trazado. Se forma así una estrella de 
ocho puntas iguales, en la que se puede trazar el mundo 
entero ; cada punta tiene por base un arco de 45 o de longi- 
tud. La utilidad de esta proyección es muy discutible. 
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APÉNDICE. 



MAPA DE ESPAÑA 



SEGÚN LA 



PROYECCIÓN DE TISSOT. 



CÁLCULO EN TAMAÑO NATURAL 



Coordenanas rectangulares de los puntos de inter- 
sección de los meridianos y paralelos. 
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PARALELO DE 35° 30'. 



r = 8102139,9861. log r s= 6,90859974. 

MERIDIANOS. 



m = 


0' 


10' 


w 


30' 


w 


60' 


log eos c|> 
Jogr 
log sen <|> 


0,00000000 
6,90859974 
— 00 


1,999999*4 
6,90859974 
3,37x79304 


1,99999696 
6,90859974 

3,57383351 


«999993X7 
6,90859974 
3,74891359 


1,99998785 
6,90859974 
3187384954 


1 99998103 
6,90859974 
3,97075798 


lógreos^ 

reosej* 

r 9 

r — rcos<|> 


6,90859974 

8103x39,9861 

7603781,57x4 

— 499358,4*47 


6,90859898 

8103x35,7463 

7603781,5714 

— 499346,x748 


6,9^859670 

8x03083,3090 

7603781,57x4 

— 499309,6376 


6,90859391 

8x030x3,5000 

7603781,57x4 

— 499230,9386 


6,90858759 

8101913,3463 

7602781,57x4 
—499131,6748 


6,90858076 

8101785,8309 

7602781,5714 

— 499004,9495 


05 = 


— 499358,4x47 


— 499346,1748 


— 499303,6376 


— 499930,9286 


— 499'3X,6748 


— 499°°4f 9495 


log r sen <¡> 
rsen<|> 


— 00 
O 


4,18039378 
*5i49i307° 


4,48x43235 
30398,5785 


4,6575x933 
45447,7437 


4,78344938 
60596,7430 


4,87935709 
75745,5305 


y = 


0,0 


*5*49»3O70 


30998,5785 


45447*7437 


60596,7430 


75745,5305 
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.'PARALELO DE 36°. 



rre^»e>46&79;»466. I 



log V s¿= 6,9056 II 2928^ 



MESRIDI-A^OS. 



má 


°' 


10' 


ar 


; *• 


4C 


50' 


4og eos <j> 
Jog r 
log sen <|> 


0,00000000 
6,9056113929 

— 00 


x»999999«4 

: 6,90561x39 
3,37179304 


1,99999696 
i 
6,90561x39 

1 3, 5738335 x 


, x »999993*7 

' 6,9056x139 

3,74891359 


1,99998785 

6,90561x39 

; 3,87384954 


x, 99998103 

' 6,9056x129 

3,97075738 


log r eos '.¡> 
reos c]> 

r -r eos <j> 


6,90561139 

8046579,9466 

7603781,5714 

—443797*6752 


6,90561053 

8046565,0000 

7609781,5714 

—443783.4*86 


¡ 

6,90560835 
8046533,7778 

7603781,5714 
— 443741,2064 


6,90560446 

8046453,5936 

7603781,57x4 

— 443671,0313 


6,9<>5599M 

8046354,0741 

7603781,5714 

— 443573,5027 


6,90559231 

8046337,5926 

76o378x,57i4 

— 443446,0213 


x = 


—4437971675a 


—443783,4286 


—443741,2064 


— 443671,0313 


— 443572,5037 


— 443446,0313 


logrsen<j> 
rsen <j> 


— 00 




4»*7740433 
15045,4205 


4,47843380 

30090,8046 


4,65452388 
45136,0843 


4,77946083 
60181,1981 


4,87636857 
75336,1040 


y = 


0,0 

i 


15045,4365 


30090,8046 


4513.6,0843 


60181,1981 


75336,1040 
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PARALELO DE 36* 30'. 



r = 7991047,4907, log r.= 6,9026037117. 

MERIDIANOS. 



m = 


C 


itr 


20* 


30' 


40' 


50' 


log COS C¡) 

logr 
log sen '¡> 


0,00000000 
6,90260371 
— 00 


1 199999924 
6,90260371 
3,27179304 


1,99999696 
6,90260371 
3,57282251 


1 »999993i7 
6,90260371 
3.74891259 


1,99998785 
6,90260371 
3,87384954 


1,99998102 
6,90260371 
3,97075728 


log r eos <]> 
r cos(j> 

r 

r b — rcosíjí 


6,90260371 

7991047,4907 

7602781,5714 

— 388265,9193 


6,90260295 

799*033,5175 
7602781,5714 

— 38825i,946x 


6,90260067 

799099 x. 5285 

7602781,5714 

—388209,9571 


6,90259688 

7990921,7311 

7602781,5714 

— 388140,1597 


6,90259156 

7990823,9411 

7602781,5714 

— 388042,3697 


6,90258473 

-7990698,1618 

7602781,5714 

— 3879 l6 ,59°4 


a? = 


— 388265,9193 


— 388251,9461 


— 388209,9571 


— 388140,1597 


— 388042,3697 


— 3879 l6 »59°4 


log r sen <j> 
r sen c|> 


— 00 
O 


4» ^439675 
*494*»5875 


4.47S429* 3 
29883,1397 


4,65x5x630 
44824,5872 


4.77645335 
59765,8707 


4,87336099 
74706,9484 


y = 


m 
6,0 


M94X,5875 


29883,1397 


44824,5872 


59765,8707 


74706,9484 



Digitized by 



Google 



— 246 — 

PARALELO DE 37°. 



r = 7935540,4902. log r = 6,8995765 "9. 

MERIDIANOS. 



m= 


0' 


10' 


80' 


30* 


40' 


50' 


log eos <|) 
logr 
log sen 4» 


0,00000000 
6,89957651 
— 00 


199999994 
6,89957651 
3,37x79304 


x. 99999696 

6,89957651 
3,57282251 


«.999993» 7 
6,8995765» 
3,7489x259 


X99998785 
6,8995765» 
3.87384954 


«99998x02 
6,8995765» 
3,97075728 


lógreos^ 
reos <¡> 

r -rcos<|> 


6,8995765» 

793554<M9°» 

7602781,5714 

— 33a758,9x88 


6,89957575 

7935526,6082 

7602781,57x4 

— 332744,9368 


6,«9957347 

7935485,oo9x 

7602781,5714 

— 332703,4377 


6,89956968 

79354»5,722» 

7602781,57x4 

— 332634. »5©7 


6,89956436 

7935318,4644 

7602781,57x4 

— 332536,8930 


6,89955753 

7935»93,7843 

7602781,5714 

— 3334x2,3x29 


05 = 


— 332758,9188 


—332744.9368 


— 332703,4377 


— 332634,1507 


— 332536,8930 


— 3324x2,2x29 


log r sen <j> 
rsen<J> 


— 00 




4,17136955 

14837,80x2 


4,47239902 
29675,5666 


4,648489x0 
44513,2285 


4,77342605 
5935o,728x 


4i87033379 
74x88,0222 


y= 


m 
0,0 


14837,8012 


29675,5666 


44513,2285 


59350,728 X 


74x88,0223 



Digitized by 



Google 



- *47 — 

PARALELO DE 37' 30'. 



r = 7880054,0169. log r = 6,8965291945. 

pttJBRIDI ACTOS. 



m = 


0* 


10* 


20' 


3C 


40' 


50' 


log eos <¡> 
logr 
log sen 4» 


0,00000000 
6,896599x9 
— 00 


ii999999»4 
6,896599x9 
3,97x79304 


1,99999696 
6,896599x9 
3»57«8995x 


>t999993>7 
6,896599x9 
3,74891959 


«199998785 
6,896599x9 
3187384954 


i,99998»o2 
6,896529x9 
3,97073738 


log r eos <|> 

rcos<|> 

r. 

r — reosejí 


6,896599x9 

7880054,0169 

76oa78x,57i4 

— 977272,4455 


6,89652843 

7880040,1089 

7602781,57x4 

— 277258,5375 


6,896596x5 

7879998,7996 

76o978x,57i4 

— 9779x7,1599 


6,89652236 

7879929,9456 

7609781,57x4 

— 977x48,3749 


6,8965x704 

7879833,5753 

76o978x,57i4 

— 277052,0039 


6,8965 102 X 

7879709,6189 

7602781,57x4 

—276928,0475 


íc = 


— 977972,4455 


— 977258,5375 


— 977217,1582 


— 277148,3749 


— 277052,0039 


—276928,0475 


log r sen <|> 
rsen cj> 


— 00 
O 


4,16832223 
M734.0529 


4.4693S170 
29468,0706 


4,64544x78 
44201,9858 


4,77037873 
58935,73*1 


4,86728647 
73669,2881 


y== 


o,o 


M734»<>589 


99468,0706 


44201,9858 


58935,738x 


73669,2881 



Digitized by 



Google 



— ^43 — 

PARALELO DE 38\ 



r = 7^4583,8426. 



log r = 6,893461248$. 



MERIDIANOS. 



mss 


1 

¡ r 


i .* 


1 

20' 


! 




40* 




sor 


log eos <¡t 
logr 
log sen 4» 


0,00000000 
6,89346x35 

— 00 


199999934 
^189346x35 

3i«7X793P4 


199099696 
6,89346x35 

3,57383351 

1 


■ 1999993* 7 
6,89346x35 

3»74»9«59 


i _ 

| X99998785 

t 

j 6,89346x35 

¡ 3.87384954 


; 199998103 
: 6,89346x35 
j 3*97075728 


lógreos^ 
r eos <¡> 

U 

r 9 -r eos <|> 


6,89346x95 
7834583,8436 

76o378x,57i4 
— 33x803,37x3 


6,89346049 

7834570,3703 

76o378x,5 7 i4 

— 33x788,6989 


6,89345831 
7834539, 1892 

7603781,57x4 
— 33x747,6x78 


1 6,8934544a 

7834460,9009 

7603781,57x4 

— 331679,3395 


¡ 

6,89344930 
1 
7834365,0450 

7603781,5714 

^33x583,4736 

! 


! 

6,89344»»7 
7834347,9820 

i 

^6o378x,57i4 
— 33x460,4x06 


05 = 


— 33x803,37x3 


—-33x788,6989 


— 331747,6178 


— 33x679,3395 


i 
| 

- ; aai583»4736 


| 
— '33x460,4x06 


logrsen<|> 
r sen c}» 


— 00 

• 


4,16535439 
14630.3356 


4,46638376 
39260,6361 


4»64a37384 
43890,8343 


! 

! 4.7673*079 
58530,8730 


! 
4,8643.1853 

j 73*50,7071 


2/ = 


m 
0,0 


i463<>»3356 


39360,6361 


43890,9343 




58520,8730 




73x50,707* 



Digitized by 



Google 



— 249 — 

PARALELO DE 38° 30'. 



r== 7769125,7393. log r = 6,^903721503. 

MERIDIANOS. 



m a 


0' 


10* 


20' 


30' 


40' 


50* 


log eos cj; 
logr 
log sen c¡> 


0,00000000 

6,890372x5 

— 00 


x »999999 2 4 

6,89037215 
3,27x79304 


1,99999*96 
6,89037215 
3,57282251 


» ,999993X7 
6,89037215 
3,7489x259 


1,99998785 
6,89037215 
3.87384954 


1,99998x02 
6,890372x5 

3>97<>757»8 


log r eos <¡> 
r eos <¡> 

r —r eos c¡> 


6,89037215 

7769125,7393 

7602781,5714 

— 166344,1679 


6,89037x39 

7769x12,1646 
7602781,5714 

— 166330,5932 


6,89036911 

7769071,3775 

7602781,5714 

— 166289,8061 


6,89036532 

7769003,5778 

7602781,57x4 

— 166222,0064 


6,89036000 
7768908,4079 
7602781,5714 
— 166126,8365 


6,89035317 

7768786,2254 

7602781,57x4 

— 166004,6540 


£C = 


— 166344,1679 


— 166330,5932 


— 166289,8061 


— 166222,0064 


— 166126,8365 


— 166004,6540 


logr sen c¡> 
r sen 4» 


— 00 




4,16216519 

14526,6405 


4,463x9466 
29053,2462 


4,63928474 
43579»75<>3 


4,76422169 
58106,0950 


4,86112943 
72632,2391 


y = 


m 
0,0 


14526,6405 


29053,2462 

! 


43S79.7S03 


58x06,0950 


72632,2391 



34 



Digitized by 



Google 



— 250 — 
PARALELO DE 39\ 



r = 77i3^75»4782. log r = 6,8872613637. 

MERIDIANOS. 



m=» 


r 


10' 


XV 


30' 


40* 


50' 


log eos <|> 
log r 
log sen <|» 


0,00000000 
6,88736136 
— 00 


1.99999934 

6,88726x36 

3,27179304 


1,99999696 
6,88726x36 
3,57282251 


x»999993*7 
6,88726x36 

3,74891259 


1,99998785 
6,88726x36 
3187384954 


x ,99998x02 
6,887.26x36 
3»97°757»8 


log r eos <|> 
r eos t[» 

r —r eos t[» 


6,88726136 

7713675,4782 

7602781,57x4 

—110893,9068 


6,88726060 
77x3661,9893 
7602781,5714 

— 110880,4179 


6,88725832 

77x3621,4920 

7602781,5714 

— 1x0839,9206 


6,88725453 

77«3554»*74« 

7602781,57x4 

— 1x0972,6027 


6,88724921 

77*3459» 68 o3 

7602781,57x4 

•—1x0678,1089 


6,88724238 

77í3338,3659 
7602781,57x4 

— 110556,7945 


se = 


— 110893,9068 


— 110880,4179 


— 110839,9206 


— 1x0772,6027 


— 1x0678,1089 


— 1x0556,7945 


logrsen<|> 
r sen '.{> 


— 00 



4>i59°544° 
14422,9601 


4,46058387 
28845,8851 


4,63617395 
43268,7x02 


4,76111090 
57691,3758 


4,8580x864 
72113,8439 


y= 


m 
0,0 


14422,9601 


28845,8851 


43268,7x02 


5769*13758 


72113,8439 



Digitized by 



Google 



— 251 - 

PARALELO DE 39° 30\ 



r = 7658228,83 1 7. log r = 6,80*41 283391 . 

MERIDIANOS. 



ma 


0' 


10' 


20' 


30' 


4* 


60' 


log eos <¡* 
logr 
log sen <¡> 


0,00000000 
6,88413834 

— 00 


1.99999924 

6,884x3834 

3,27179304 


1,99999696 
6,884x3834 
3,57383351 


i,999993i7 
6,884x3834 
3,7489x359 


x, 99998785 
6,884x3834 
3,87384954 


1,99998103 
6,884x3834 
3,97075728 


lógreos^ 

rcosty 

r 9 

r —r eos <j> 


6,884x2834 
7658338,8317 
7603781,57x4 

— 55447»«6o3 


6,884x3758 

76583x5,5303 

7603781,5714 

— 55433.9489 


6,884x3530 

7658175,3086 

7603781,5714 

— 55393.737» 


6,884x3x51 

7658108,4656 

7603781,5714 

— 55326,8943 


6,884x16x9 

76580x4,6384 

7603781,57x4 

- 53233.0670 


6,884x0936 

7657894,1799 

7603781,57x4 

— 55112,6085 


cc = 


— 55447»»6o3 


— 55433»94 8 9 


- 54393,7372 


— 55326,8943 


— 55233.0670 


— 55x13,6085 


logrsen^ 
rsen <J» 


— 00 
O 


4,15593x38 
14319,3865 


4,45695085 
28638,5389 


4,63304093 
42957.6913 


4.75797788 
57376,6860 


4,85488563 
71595.4827 


y=» 


m 
0,0 


143x9,3865 


38638,5389 


43957,69x3 


57376,6860 


71595,4827 



Digitized by 



Google 



— 25a — 
PARALELO MEDIO Ó DE 40°. 



r = 7602781,5714. log r = 6,88097251. 

MERIDIANOS. 



m» 


0' 


10' 


w 


30' 


40' 


50' 


log eos <¡> 
logr 
log sen <J» 


0,00000000 
6,88097351 
— 00 


»»999999 a 4 
6,88097351 
3,37x79304 


1,99999696 

6,88097351 

3,57383351 


*»999993*7 
6,88097351 
3,74891359 


* »9999 8 785 
6,88097351 
3.87384954 


1 ,99998x03 
6,88097351 
3i97<>757 2 8 


log r eos <¡> 
r eos <¡í 

r,-r eos <(» 


6,88097351 
7603781,5714 
7603781,5714 
0,0 


6,88097175 
7603768,30x2 
7603781,57x4 

X3.3703 


6,88096947 
7603738,37x3 

7603781,57x4 
53iaoo» 


6,88096568 

7603661,9965 

76o378x,57X4 

«9i5749 


6,88096036 

7603568,8366 

7603781,57x4 

313,7448 


6,88095353 

7602449,3x19 

7603781,5714 

33».3595 


ar = 


0,0 


13,3703 


53,3oox 


"9.5749 


313,7448 


33»,3595 


logr.sentj; 
r, sen <¡> 


— 00 
O 


4»'5a76555 
14315,6130 


4.453795°» 
a843x,x890 


4,639885x0 
42646,6680 


4,75483305 
56861,9900 


4,85x73978 
71077,1150 


* = ' 


m 
0,0 


143x5,6130 


38431,1890 


43646,6680 


56861,9900 


7x077,1x50 



Digitized by 



Google 



— 253 — 

PARALELO DE 40° 30'. 

r = 7547329,4691.. l?g r = 6,87779330- 

MERIDIANOS. 



m = 


0' 


\or 


20' 


30' 


40' 


50' 


log eos <¡> 
logr 
log sen <(> 


0,00000000 
6,87779330 
— 00 


1,99999924 
6,87779330 
3,27179304 


1,99999696 
6,87779330 
3,57282251 


x.999993» 7 
6,8777933o 
3,74891259 


1,99998785 
6,87779330 
3,87384954 


x » 99998102 
6,87779330 
3,97075728 


log r eos (Jí 
reos <|> 

r —r eos cj; 


6,87779330 

7547329,469* 

7602781,5714 

55452,1023 


6,87779254 
7547316,1739 
7602781,5714 

55*65,3975 


6,87779026 

7547276,52x7 
7602781,5714 

55505,0497 


6,87778647 
75472x0,6087 
7602781,57x4 

55570,9627 


6,87778x15 
7547x18,2608 
7602781,5714 

55663,3x06- 


6,87777432 
7546999,4783 
7602781,5714 

55782,0941 


£C = 


55452,1023 


55465,3975 


55505,0497 


55570,9627 


55663,3x06 


55782,0931 


log r sen <J» 


— 00 



4**4958634 
14111,9280 


4,45061581 
28223,821 


4,62670589 
42335,617 


4,75x64284 
56447,256 


4,84855058 
70558,701 


y= 


DI 
0,0 


141x1,928 


28223,821 


42335,617 


56447,256 


70558,701 



Digitized by 



Google 



— 254 — 

PARALELO DE 41°. 



r =» 7491868,2966. logr = 6,8745901341. 

MERIDIANOS. 



m=m 


(K 


10" 


20* 


30' 


40' 


50" 


log eos ty 
logr 
log sen <¡> 


0,00000000 
6,87459013 

— 00 


«,999999«4 
6,87459013 
3,37179304 


1,99999696 
6,874590x3 
3,57282251 


*»999993»7 
6,87459013 

3»7489«59 


1.99998785 
6,874590x3 

3,87384954 


x. 999981 03 
6,87459013 
3,97075728 


log r eos <|> 
r cos<¡> 

r -r eos <¡> 


6,87459013 
749x868,3966 
7603781,5714 
^109x3,3748 


6.87458937 

7491855,0000 

7603781,5714 

xxo936,57X4 


6,87458709 

74918x5,6897 

7603781,5714 

1x0965,88x7 


6,87458330 

749«750,3448 

76os78x,57i4 

1 1 1031,3366 


0|87457798 

749x658,6307 

7603781,57x4 

1x1x33,9507 


6,87457115 

749 x 54o,8«3x 

7603781,5714 

11x340,7093 


íp = 


1109x3,3748 


«0936,5714 


1x0965,8817 


x 1x031,3366 


111133,9507 


xi 1340,7093 


log r sen cj> 
rsen <¡> 


— 00 
O 


4,146383x7 
14008,3371 


4,4474x364 
380x6,4300 


4,63350373 
43034,5x60 


4,74843967 
56033,4581 


4,84534741 
70040,3048 


y= 


m 
0,0 


14008,3371 


28016,4200 


43034,5x60 


56o33,458x 


70040,3048 



Digitized by 



Google 



PARALELO DE 41° 30'. 



r = 7436393,8257- 



log r = 6,8713623816. 



mjerii>i-a.:n-os. 



m =3 


r 


10' 


20' 


30' 


w 


50' 


log eos <¡> 
logr 
log sen <¡> 


,00000000 
6,87x36338 

— 00 


* .999999*4 
6,87136338 
3,27179304 


1,99999696 
6,87x36238 
3,57282351 


«,999993X7 
6,87x36238 
3,74891359 


1,99998785 
6,87136238 
3,87384954 


1,99998102 
6,87136238 
3,970757*8 


log r eos fy 
reos cjí 

r --rcos<|» 


6,87136338 

7436393.8*57 

7602781,5714 

166387,7457 


6,87136162 

7436380,83x9 

7602781,57x4 

166400,7495 


6,87135934 

7436341.7808 

7602781,5714 

166439,7906 


6,87135555 
7436276,8836 
7602781,5714 

166504,6878 


6,87135023 
7436185,7877 
7602781,5714 

166595,7837 


6,87134340 

7436068,8356 

7602781,5714 

1667x2,7358 


ce = 


166387,7457 


166400,7495 


166439,7906 


166504,6878 


166595,7837 


166712,7358 


log r sen <¡> 
r sen <J» 


— 00 
O 


4,»43»554« 
i39°4»5oi4 


4,44418489 
27808,9693 


4,62027497 
4x713,3401 


4,7452x192 
55617,5583 


4,842x1966 
, 69521,5840 


y= 


0,0 


«3904,5014 


27808,9693 


4«7«3»34°» 


55617.5583 


69521,5840 



Digitized by 



Google 



- 256 — 

PARALELO DE 42\ 



r = 7380901,8282. log r = 6,8681004289. 

MERIDIANOS. 



m = 


0' 


10' 


ao' 


30' 


40' 


SO' 


log COS <jí 

logr 
log sen <¡> 


0,00000000 
6,868x0943 

— 00 


* .99999994 

6,868x0943 

3,37x79304 


1,99999696 
6,868x0943 
3,57282251 


1.999993 «7 
6,86810943 
3,7489x359 


1,99998785 
6,868x0943 
3.873849S4 


1,99998102 
6,868x0943 
3,97075738 


log r eos <¡> 
r eos 4» 
r. 
r 9 —rcosty 


6,86810943 

7380901,8383 

7603781,5714 

331879,7433 


6,868x0867 
7380888,9456 

7603781,5714 
33x892,6358 


6,868x0639 

7380850,1 70X 

7602781,57x4 

32x931,4013 


6,86810260 

7380785,8844 

7602781,5714 

33x995,6870 


6,86809728 

7380695,4082 

7602781,57x4 

333086,1632 


6,86809045 

7380579.4*18 

7602781,5714 
222202,1496 


x = 


33x879,7433 


32x893,6258 


33i93X,4ox3 


32x995,6870' 


333086,1633 


333303,1496 


log r sen ty 
r sen <j> 


— 00 
O 


4,13990347 

13800,7429 


4.44093'94 
27601,4526 


4,61703202 
41402,0667 


4.74195S97 
55202,5286 


4,83886671 
69003,7997 


y = 


m 
0,0 


13800,7439 


37601,4536 


4x402,0667 


55202,5286 


69003,7997 



Digitized by 



Google 



— 257 — 

PARALELO DE 42° 30'. 



«"=7325388,0759. log r=* 6,8648306372. 

MERIDIANOS. 



m=» 


0' 


10' 


20' 


30' 


40' 


SO' 


log eos <|> 
logr 
log sen c¡> 


0,00000000 
6,86483064 
— 00 


. *,999999 2 4 
6,86483064 
3,97179304 


1,99999696 
6,86483064 
3,57282251 


» »999993i 7 
6,86483064 
3,74891259 


*» 99998785 
6,86483064 

3*87384954 


1,99998102 
6,86483064 
3,97075728 


log r eos <¡> 
r eos 4> 

r. 

r -rcos<¡> 


6,86483064 
7395388,0759 
7602781,57x4 

277393,4955 


6,86483988 

7325375»2io8 

7602781,5714 

277406,3606 


6,86482760 

7325336,7622 

7602781,5714 

27744418092 


6,86482381 

7325272,8499 

7602781,5714 

277508,7215 


6,8648x849 
7325183,1366 
7602781,5714 
277598,4348 


6,8648x166 

7325067,9595 

7602781,5714 

277713,6119 


CC = 


277393,4955 


277406,3606 


277444.8092 


277508,7215 


277598,4348 


277713,6x19 


log r sen & 
rsenejí 


— 00 
O 


4,13662368 
13696,9439 


4,43765315 
27393,8549 


4,61374323 
41090,6708 


4,738680x8 
54787,3354 


4,83558792 
68483,8x07 


v= 


m 
0,0 


13696,9439 


27393,8549 


4x090,6708 


54787»3354 


68483,8x07 
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PAR ALELO DE 43*. 



r— 7269848,3406. log r = 6,8615253509. 

MERIDIANOS. . 



m = 


CK 


10' 


20' 


30' 


40* 


W 


log eos 4» 
logr 
log sen <[> 


0,00000000 
6,86x59535 

— 00 


1,99999934 
6,86x59535 
3,97x79304 


1,99999696 
6,86159535 
3,57289951 


*»999993»7 
6,86x59535 
3,74 8 9«59 


1,99998785 
6,86x52535 

3,87384954 


x,99998ox9 
6,86x59535 
3,970757*8 


log r eos <¡> 
r eos <¡> 

r — r eos <|> 


6,86x59535 

7969848,3406 

7609781,5714 

33 2 933.«3o8 


6,86x59459 

7969835,6784 
7602781,5714 
338945,8930 


6,86x53931 
7969797,4875 
76o378x,5 7 i4 
33*984,0839. 


6,86x5x859 

7269734,0034 

7602781,5714 

333047,568o 


6,86x5x390 

7269644,89x1 

7602781,57x4 

333x36,6803 


6,86x50637 

79695330,6533 

7609781,5714 

33325o,9«8 1 


a?== 


332933.2308 


332945.893© 


332984.0839 


333047.568o 


333136,6803 


333a5o,9í8x 


log r sen <]i 
rsen<¡> 


— '00 

O 


4,»333x839 
*3593»<>96» 


4.43434786 
27x86,1597 


4,61043794 
40779,1286 


4,73537489 
5437 '.9474 


4,83928263 
6796415790 


y = 


m 
0,0 


13593.096» 


27186,1597 


40779» «86 


54371,9474 

: 


679 6 4»579o 

1 
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PARALELO DE 43° 30\ 



r = 7214278,3941. log r = 6,8581928974. 

MERIDIANOS. 



m = 


c 


IC 


2C 


30' 


40* 


50' 


log eos <|> 
logr 
log sen c¡> 


0,00000000 
6,85829990 

__ 00 


i»999999 a 4 
6,85819290 
3,27179304 


1,99999696 
6,85819290 
3,57282251 


i. 999993*7 
6,858x9290 

3,7489**59 


1,99998785 
6,858x9290 
3,87384954 


1,99998x02 
6,858x9290 
3,97075728 


log r eos (]> 
r eos <j> 

r — reos 4» 


6,85819990 

72x4278,3941 

7602781,5714 

388503,1773 


6,858x92x4 

72x4265,7807 

7602781,5714 

388515,7907 


6,858x8986 

7214227,9070 

7602781,57x4 

388553,6644 


6,85818607 
72x4x64,9502 
7602781,57x4 
3886x6,62x2 


6,85818075 

72x4076,5781 

7602781,5714 

388704,9933 


6,858x7392 
72x3963,1229 
7602781,57x4 
3888x8,4485 


x = 


388503,1773 


388515,7907 


388553,6644 


388616,62x2 


388704,9933 


3888x8,4485 


log r sen <|* 
r sen <J> 


— 00 



4,12998594 
13489. *9 2 » 


4,43'oi5M 
26978,3516 


4,607x0549 
40467,4x75 


4,73204244 
53956,334a 


4,828950x8 
67445.0652 


y = 


m 
0,0 


13489,1922 


26978,3516 


40467,4175 


53956,3342 


67445.0652 
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PARALELO DE 44°. 



r = 7 1 58674,0082. log r =s 6,8548325860. 

MERIDIANOS. 



m = 


r 


10' 


w 


30' 


40' 


50' 


log eos <¡> 
logr 
log sen '<!> 


0,00000000 

6,83483859 
— 00 


* .999999 a 4 
6,85483259 
3,37179304 


1,99999696 
6,85483359 
3,57383351 


*i999993*7 
6,85483359 

3.7489*259 


x, 99998785 
6,85483259 
3,87384954 


1,99998x03 
6,85483259 
3.97075728 


log r eos <|> 
reos c¡í 

r -rcos<|> 


6,85483259 

7158674,0083 

7609781,5714 

444x07,563a 


6,85483183 

7158661,4498 

7603781,57x4 

444130,13x6 


6,85483955 
7158693,8880 
7603781,5714 

444*57,6834 


6,85482576 

7*58561,4498 

7603781,57x4 

444330,1316 


6,85483044 

7158473,8056 

7603781,57x4 

444307»7658 


6,85481361 

7158361,1303 

76o3 7 8x,57i4 

444420,45** 


£C = 


444107.563a 


444i3o,x3i6 


444*57,6834 


444320, X3l6 


444307,7658 


444420,45** 


log r sen c¡> 
rsen <]> 


— o© 



4,13663563 
X3385,«34 


4.427655*0 
36770,4149 


4»6o3745x8 
40155,5139 


4,73868313 
53540,4636 


4,82558987 
66995,3996 


y= 


m 
0,0 


i3385."34 


36770,4149 


40155,5*29 


53540,4636 


66935,3396 
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PARALELO DE 44° 30'. 

r= 7103030,9547. log r = 6,85 144370- 

MERIDIANOS, 



m = 


0' 


l(T 


2C 


30' 


40' 


50' 


log eos 6 
logr 
log sen cjí 


0,00000000 

6,85144370 
— o© 


x,999999»4 
6,85x44370 
3,27179304 


1,99999696 

6,85144370 

- 3»57 a8 ¡i25x 


x, 999993X7 

6,85x44370 
3,74891259 


x, 99998785 

6,85144370 
3*87384954 


1,99998x02 
6,85144370 
3,97075728 


log eos cjí 
rcosc]> 

r 

r -r eos c¡» 


6185x44370 
7103030,9347 
7602781,5714 

499750,6167 


6,85144294 

7103018,4943 

7602781,5714 

499763.077 1 


6,85x44066 

7102981,1784 

7602781,5714 

499800,3930 


6,85143687 

71029x9,1489 

7602781,57x4 

499862,4225 


6,85143x55 

7102832,0786 

7602781,57x4 
499949,4928 


2,85142472 
7x02720,4583 
7602781,57x4 

500061,1131 


ac = 


499750,6167 


499763,0771 


499800,3930 


499862,4225 


499959,49 a8 


500061,1131 


logr sen cjí 
rsen cjí 


— 00 



4,12323674 
I328i,x823 


4,42426621 

26562,3327 


4,60035629 
39843*3908 


4,72529324 
53x24,3023 


4,82220098 
66405,0306 


y= 


0,0 


13281,1823 


26562,3327 


39843,3908 


53x24,3023 


66405,0306 
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Fig* 2. a — La Q debe ser Q' y la Q' Q. 

&g* S 1 ' — Falta la letra a en el punto en que la recta b c' corta á la circunferencia ; 
el punto superior de esta recta debe ser &' en vez de 6. 
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